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MÉCANIOIIE SPÉCIALE. 



La mécanique spéciale se propose , comme nous 
l'avons déjà dit, d'appliquer les théories générales 
à un certain nombre de types abstraits auxquels peu- 
vent être assimilés, avec une suffisante exactitude, les 
cas réels offerts par la nature. Quant au passage même 
de l'abstrait au concret , qui constitue la principale 
difficulté de la question , il est du ressort de celte 
deuxième branche de la mécanique qu'on nomme 
Mécanique appliquée. C'est pourquoi nous n'aurons pas 
à nous en occuper ici, nous bornant pour le moment à 
étudier les types d'assimilation à un point de vue ex- 
clusivement théorique, et à indiquer, sans autres dé- 
tails, les faits naturels auxquels ils correspondent. 
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LIVUE CINQUIÈME. 

MÉCANIQUE 

CES 

SOLIDES GÉOMÉTRIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 

ÎIOUVEHËNT D'UN SOUDE GÉOMÉTWOUiî UBfip;. 



^lai' doHKétt d«t forcei liuekonqwi, ifut loUicitenl un lolid* gi<m.i' 
trique libre dotw l'espace, d^lcrminer te mauvemeni de et ïolide ; 
ou réclproqueinent : 

Élant connu le moufemeat d'uu solide , lunixer let fonet fui pour^ 
rat'Ml le ftoifiite. 



193. — Nons remarqneroDS tout d'abord que les solides 
géométriques n'étant qu'un cas particulier des système^ 
généraux, où les liaisons se réduisent à des tiges rigides et, 
invariables entre tous les points deux à deux, on peut l«nr 
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appliquer, sans étude nouvelle, les conséquences l'elaitves 
au\ autras systèmes, que les livres précédents ont eu poiir 
ohjct (le développer. Mais il est évident que, outre ces pro- 
priétés généi'ales, les solides geoinétiiques, à raison de leur 
mode particuliei' de liaisons, doivent jouir d'un ccrtaïti 
nombre de propriétés spéciales qui ne sauraient être com- 
iDunes à tous les systèmes. Ces propriétés spéciales doi- 
vent imprimer au\ équations générales du mouvement un 
caractère propre, en rapport avec les déductions qu'elles 
ont à fournir ) ou plutôt la circonstance des liaisons parti- 
oulières supposées, convenablement exprimée dans les rela- 
tions géiiérdies, doit permettre de leur donner une Torme 
distinclive. La présente théorie a précisément pour objet 
de rechercher ces transformations, et de mettre en évidence 
toutes les conséquences qui concernent spécialement les so- 
lides géométriques. 

194. — Occupons-nous doue de trouver les équations du 
mouvement de pareils systèmes. 

Nous savons d'une manière générale que le mouvement 
d'un système quelconque den points matériels est déterminé 
par 3n équations compi-enant 1° les ;> équations de liaisons; 
2* 3m — p relations entre les forees extérieures et les coor- 
données, dans lesquelles les forces de liaisons ne figurent 
pas, et qui sont, à proprement parler, les équations du 
mouvement. Dans le cas des solides géométriques, le nom- 
bre d'équations de liaisons est de Sn — 6. Kn effet, si l'on 
conçoit (rois points matériels invariablement liés entre eux, 
ce qui s'exprimera au moyen de trois équations correspon- 
dant à leui's trois distances mutuelles, chacun des n — 3 
antres points du système donnera lieu i, trois équations 
nouvelles, exprimant que sa distance ii chacun des trois 
premiers est invariable. On aura ainsi, d'ime part, trois 
équations pour les trois premiers points, et d'autre part, 
3(n — 3)équalions pour les » — 3 autres points, ce qui fera 
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Cil tout 3n — fi équmioiis de liaisons. D'uprès cela, le iiom- 
bi-e de relations entre les forces c\iciicures et les coordon- 
nées, qui ne contiennent pas les forces de liaisons, sera 
nécessairement de 6. On les obtiendra en éliminant toutes 
les forces intéiieures, qui représentent 3n — 6 inconnues 
distinctes, entre les 3» équations fondamentales de la forme 
(A); (voir le n" 1 29). Il est d'ailleurs rvident que, de quel- 
que manière qu'on fasse cette élimination, on devi-a aboutir 
aux mêmes 6 équations Anales. De là on peut conclure im- 
médiatement les six relations cherchées. En effet, nous 
avons vu dans la Mécanique générale (chap. II , livre III) 
que, pour un système quelconque, libre dans l'espace, il y 
a toujours 6 équations ne contenant pas les forces inté- 
rieures, et qui sont les suivantes : 



[g) 1\ = 2m ^ , 2Y --= Zm ^ , 11= Im 

Les sommes indiquées dans les premiers membres se 
rapportent à tons les points où sont directement appliquées 
les forces extérieures , et les sommes indiquées dans les 
seconds membres se rapportent à tous les points du système. 
Ces équations expriment, comme on sait - les trois pi-e- 
mières, que la somme des composantes des forces exté- 
rieures, suivant chacun des trois axes, est égale à la somme 
des composantes des fuices coaservécs ; et les trois der- 
nières, que la somme des moments des projections des foi-ees 
extérieures, sur chacun des tiois plans coordonnés, est 
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égale à la somme des moments des projections des forces 
conservées ; en appelant forces contervéet les forces qui, 
directement appliquées à chaque point supposé lil)re, lut 
feraient prendre le mouvement qu'il reçoit effectivement 
dans le système, en vertu des forces extérieures et des liai- 
sons. Ces équations sont aussi énoncées d'une autre manière 
(n" 129 et 186') : les trois premières signifient que la varia- 
tion de la quantité totale de mouvement, suivant chacun des 
aîies, est égale à llmpulsion totale des forces estimées sui- 
vant le même axe ; les trois dernières, que la somme des 
moments des forces, projetées sur chacun des trois plans, 
est égale à la projection totale des aires décrites respecti- 
vement inuUipliées par les masses des points matériels. 

196. — Les six équations précédentes peuvent être trou- 
vées directement par une autre méthode. Nous nous servi- 
rons de l'éqnation des moments virtuels (n° 155), dans 
laquelle il faudra exprimer que les déplacements Sx, Sy, 

$x, Sx', he sont pas absolument quelconques, mais 

assujettis à la condition de satisfaire à l'invariabilité de dis- 
tance des points matériels ; ce qui conduit à l'élimination 
d'autant de ces quantités qu'il y a de liaisons. Au lieu de 
faire cette climinatioii par le procédé général, nous expri- 
merons géométriquement que le système, dans son mou- 
vement, garde su forme invariable. Par là, le but de l'éli- 
mination sci-a atttint, et les mêmes six équations finales 
devront être obtenues. 

A cet effet, concevons qu'un système de trois axes rec- 
tangulaires soit invariablement Vie an solide, de telle sortv 
qu'il participe à tous les mouvements possibles de ce 
dernier. 

Si l'on considèi-e mie position virtuelle du solide, elle 
correspondra à une position virtuelle des axes, telle que leB 
coordonnées du solide par rapport à ces axes, dans cette 
situation virtuelle, soient exnctëiïient les mêmes que dans là 
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situation primitive : c'est une conséquence néccssaii^ de 
llnvartabilité des distances mutuelles des points Aiatëriels. 
Ainsi l'on voit que toute position viiluelle du solide déter- 
iMine une position virtuelle des axes ; et (|ue, réciproque- 
ment, toute postlion virtuelle des ases détermine une posi- 
tion virtuelle du WlMe. Ou aura donc atteint 1% bilt àé 
rélintiniktiôn â4nt nous parlions plus llùul, sf, dans IVqna- 
lion générale des moments virtuels, on expi'ime que Sx, $>/, 

Hz, (Sx', n'oUl i^ùe les Viileurs qui seraient déterminées 

par une pttôKioit virtuelle quelconque de trois a\es rectan- 
gulaires invariableûiéitt liés au solide géométrique. En d'au- 
tres termes, il faut trouver Sx, Sy, Sz, Sx', en fonction 

des quantités qui assignent la position virtuelle des trois 
ases, et sulwUtuer ces valeurs dans l'équation des moineuts 
virtuels. 
Cela posé, soit OX, OY, OZ les trois axes invariablu- 
^ i u, ment liés au solide, et m 

' ' ' un point matériel i^uel- 

conque de ce solide. La 
, position virtuelle O'X', 

OT, O'Z' des axes cor- 
respondra à une position 
virlueDie m' da point M ; 

.; ?:.- et les coordonnées m'Q, 

' — ?^' QL, LO du poidt m', par 
^ ^ rapport à l'ancienne posi- 
tion des axes, oe sont pas 
les mêmes que les coor- 
données mP, PH, HO du 
pig. M. point m. Les différences 

sont précisément les trois quantités Sx, Sij, Sz, dont il s'agit 
de (rouveir là valeur, on aura ensuite h faire de même pour 
chïtcUit des autres points matériels. 

Soit ^'P', P'ft', H'O' les coohlonnées de m' par rappoit 
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aux aws O'X', O'Y', O'Z' ; ces coordonnées sont évidemment 
égalesà mP, PH, HO. Soit 5^, Sr,, St^ les coordonnées 
inriiiimcnl petites de la position virtuelle 0' de l'origine. 
Menons par le point 0' trois axes 0>, O'y, O'f, parallèles à 
OX, OY, OZ, et soit a, a', a" les cosinus des angles for- 
més par l'axe O'X' avec les trots axes 0'.r, O'y, O'r, ou avec 
les trois axes primitifs ; soit de même h, h', b" et e, c', c" 
les quaniitoa analogues pour les axes O'Y' et O'Z'. 

D'après les relations connues entre deux systèmes de cooi*- 
données rectangulaires, les lignes LO, QL, m'Q, qui repi-é- 
sentent x+èx, y+Jy, r+Jr, auront respectivement les 
valeurs suivantes : 

a: + $x = i\+ax + by + cz, 
y + Jy = îïi + a'* + h'y -t- t^z , 
2 + Jï = 5Ç + a"* + b"y + c"z . 

Examinons la pi-emière de ces trois formules : 
1° On a : 

a=cosafOX';=t — — + en rcpi-ésentantparï l'an- 
gle infiniment petit ^'X'. 

Donc a=l, eu négligeant tous les inlinimeiit petits supé- 
rieurs au premier ordre. 

S" b désigne le cosinus de xO'Y' : mais cet angle et sa 
projection jO'Y" sur le plan *0'y sont égaux : car, si e est 
l'angle infinimeat petit des deux plansd^U'Y',drO'Y", on sait 

quearO'Y"=jK)'Y'.cose=aO'Y'. (l~jî^+....)=aK)'Y', 

en négligeant de même tous les inliniment petits d'un ordre 
supérieur au premier. Donc 

é=co&arO'Y'=cos*O'Y"=cos(90°+y0'Y")=sin(— yO'Y") 
= — angle yO'Y", puisque l'angle yO'Y" est iuAniment 
petit. Or, cet angle est celui qui s'établii-ail enti-e l'ancien 
axe OY et la ligne 0' Y", ou cuire cet ancien axe OY et le 
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Douvel axe D'Y', si I'od faisait tourner tout le système au- 
tour de l'aie O'z d'un angle infinimeat petit i/O' Y", que je 
repi-ésenterai par $y -. donc enfin 4 ^ — ôy. 

3* On voit de la même manière que l'angle xd'U, dont c 
désigne le cosinus, est égal à sa projectiou xO'U' sur le 
plan xiyz. Donc 

c = cosaîO'Z'= DOS «O'Z" = cos (90° — zO'Z") =8in zO'Z" = 
= angle z O'Z". 

Or, l'angle zO'Z" est celui qui s'établirait entre l'ancien 
axe OZ et laligne O'Z" ou le nouvel axe O'Z', si l'on disait 
tourner tout le système autour de l'axe O'y d'un angle infi- 
niment petit zO'Z", que je représenterai par d€ : doncenflu 

En conséquence, la première Tormule prend la forme : 

en remai-quant <jue x disparaît, comme étant commun aux 
deux membres. 

Il ne serait pas difliciie de montrer que, si $a désigne 
l'angle qui s'établirait entre l'ancien axe des z et leuouveau, 
en vertu d'une rotation infiniment petite autour de l'axe des x, 
on aurait «'=^7, A'=l, e'=— $a, a"= — èë, b"=^ècc, c"=l; 
et que, par suite, les deux autres formules deviennent : 

Sy = Sn-\-xê-/ — z$x, 
îz=ÎÇ — jJ6-t-y3a. 

Si l'on l'emplace Sx, Sy, St par ces valeurs dans l'équa- 
tion des moments virtuels, on voit qu^ les termes de cette 
équation dus au point m et à la force X, Y, Z qui le solli- 
cite, seront : 

X {Si — ySy + z$è) -\- H (Sr, + xà-/ - zSx) + 
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pour le premier membre ; et 

m U (JE - , J-/ + . 96) + g! (3, + »: Jt - . J.) + 

pour le second. 

Chacun des auti-es points du système donnera lieu à des 
termes analogues, qui ne différeront des précédenu que par 
les valeurs de x, y, z, mais dans lesquels $^, dn, dÇ, d^,d€ 
fk ^ seront identiquement les mêmes. 

l'ar conséquent, l'équation des moments virtuels devien- 
dra, en mettant hors da signe 2 tout ce qni ne vai-iti pas eu 
passant d'un point du système à l'autre, et réunissant toitt 
dans ni) seul membre t 

Et dans celte équation, remarquons-le bien, on a parfiii- 
tement exprimé que les déplacements virtuels étaient com- 
patibles avec llnvariabllité supposée dii système. 

Les quantités JÇ, i«, il, Jsr, *6, Jy étant e>iUèr«nBnl 
indépendantes les unes des autres, leurs coefficients doivent 
être nuls sépai'émenl, ce qni fournit pour le mouvemenrdta 
solide les six équations (t^) et (A), qu'on a déjà trouvées, et 
qui ont été écrites au n° 19A. 

£n combinant ces relations avec les In — 6 équations de 
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liaisons, correspoDdani aux n points matériels, on aura tous 
les éléments nécessaires pour déteiminer le mouvement de 
chacun des points du solide. 

Mais il est visible que ce pi-océdé serait impraticable 
dans la plupart des cas, parce que les solides réels, aux- 
quels les solides géométriques doivent servir de type d'assi- 
milation, comprennent un nombre beaucoup trbp grand de 
points matériels. Oo est donc conduit à donner une autre 
forme aux équations Çg} et (k) ; et c'est ce dont nous nous 
occuperons bientôt (n" 203 et suivants). Mais aupât^Vant 
nous ferons plusieurs remarques importantes sur ce qui 
précède. 

196. — Supposons que le système en mouvement vienne 
occuper effectivement la position virtuelle que nous consi- 
dérions tout à l'heure, ce qui est le déplacement élémentaire 
le plus générât que puiss« prendre un solMe géométrique. 
11 résulte de notre analyse que ce mouvement inllnfntëitt 
petit peut être envisagé comme dâ : 

i' A une translation dé tout le système, en vertu de la- 
quelle chaque point décrirait Une dtvite égale et parallèle k 
l'élément rectiligne 00'; 

3° A trois rotations autour de trois axes rectangulaires 
passant par le point 0' : chacune de ces rotations ayant lieu 
comme si l'axe correspondant était absolument fixe. 

Il est aisé de voir que l'ensemble de ces trois rotations 
éqnÎTaniAune seule, qui sVflbctwérail autour d'nne cd^ne 
dnnte passant par le même point et immobile pendant une 
durée iiiDiiimetit petite. En effet, le déplacement élémentatt^e 
du point m, provenant des trois rotations, a pour projections 
sur les trois axes les quantités ci-desstis Sx, îy, Sz, rcs- 
pecUvement diminuées de S^, ir, dÇ, qui réprésentent lé 
déplacement de l'origine mobile 0'. Pour rester flâèl« ^ nos 
notations babituelles, nous remplacerons partout la carac- 
téiistiquie S par la caractéristique rf, maintenant qu'il s'agit 
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d'uti déptaceineiit réel, au lieu d'un déplucenient viiiuel. 
Les projections en question auront donc pour v^ileurs ; 

zd§ — tfdy, sur l'axe OX; 
xdy — sdx, sur l'axe OY; 
ydx — xdë, sur l'axe OZ. 

Hepi-ésenlons, pour abréger, par <£A lu quantilé 

\/rf«' + rfe» + df ; 

et uieoous par le point 0' une droite faisant avec lu» axes 
0>, O'y, O'z, des angles dont les cosinus soient respecti- 
vement : 

da d? rfy _ 

(M ' (/A ' rfÂ' 

je dis que ce sera là l'axe unique de rotation. Il suffit de 
montrer : 

1' Que le déplacement en question est dans un plan per- 
pendiculaire à cette droite, ou que le cosinus de l'ungle des 
deux directions est nul. C'est ce qui résulte du produit 
effectué : 

dx {zdS — yrf-/) + de [^dy — zdx) + dy (ydx — xdS), 

lequel r^résente le numérateur de ce cosinus, et est iden- 
tiquement égal à zéro. 

3* Que ce m^e déplacement est aussi perpendiculaire à 
la droite menée du point 0' an point m. C'est ce qui résulte 
du produit effectué : 

X {zdo — yrfy) + y (xdy ~ ztlx) + « (y*^* — ^?) , 

lequel représente le numérateur du cosinus correspondant, 
et est pareillement nul. 

On peut, du reste, vérïlicr a potleriori que l'axe de ro- 
tation, mené comme nous l'avons Tait, est effectivement 
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immobile pendiint It^s Irois rotations parlielles autour de 
ii'x, U'y, U'z. Car, si l'on prend sur cuttc droite un poiut 
quelconque, ayant pour coordonnées x,, y„ z,, ces qunii- 
lités seront telles que : 

dx dS d-/ ' 



Zi rff — y, rfy = n , j", rfy — ï|da=^o , y,rf« — ,T,ric=: o. 

Or, re sont là précisément les valeurs des projections du 
déplacement de ce point, eu vertu des trois rotations. Ainsi 
ce point demeure immobile. 

Il est donc acquis que les trois rotations autour des trois 
axes i-ectangulaires équivalent à une seule autour d'un cer- 
tain axe instantané. Quant à la position géométrique de ce 
deraier, elle est facile à déterminer, d'après les valeurs ci- 
dessus des cosinus de ses angles avec O'x, O'j/, O'r. On 
voit que, si l'on prend sur chacun des trois axes des lon- 
gueurs proportionnelles- aux trois angles élémentaires dé- 
crits da, de, dy, et si l'on construit le parallélipipède de ces 
longueurs, la diagonale sera précisément l'axe instantané 
lui-même. 

Il est aisé de trouver ta valeur de l'angle décrit autour de 
cet ave, en vertu de lu rotation unique. En effet, cet angle 
est égal an déplacement d'un point quelconque, divisé parla 
longueur, de son rayon de rotation c'est-à-dire par la lon- 
gueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe 
instantané. Or, le déplacement àii aux trois rotations par- 
tielles, qui équivalent à la rotation unique, a pour valeur i 

V(zdS — ydy)' + {xdy— îrf«)' + {vrfa .— xd?)^ , 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



iU LIVRE V. — SOLIDES GËOUtTRlQUES. 

espression qui peut se mettre sous la forme : 

V(x'-i-y' + 2') {dx'+dB* + d-f) — (xdx-t-ydë+2dy)*. 

Sans clierclier la longueur du rayoa susdit, remarquons que 
l'angle décrit est le même pour tous les points du système, 
et couséquemment aussi pour un point dont le plan de rota- 
tion passe par l'origine O'. Mais la quantité xdx + ydê_+ 
idy, qui représente dans tous les cas le numérateur du cosi- 
nus de l'angle formé par l'axe de rotation avec la ligne 
menée de l'origine 0' au point considéré, est évidemment 
nulle, puisque l'angle est alors de 90'. D'un autre cdté, la 
longueur du rayon de rotation est en même temps égale à 
*^*^ + y' + 3°- Doue la quantité ci-dessus, divisée par le 
rayon-, se réduit à 

l/(f«' + rfô= + df , 

ou à ce que nous avions précédemment désigné par dk. 

Il ressort de là une conséquence importante : c'est que la 
diaftonale du parallélipipède construit btut à l'heure pour 
représenter la position de l'axe instantané, représente aussi 
la grandeur de l'angle élémentaire décrit autour de 
cet axe : car, les cillés de ce parallélipipède éunt propor- 
tionqels ù dx, de, dy, la diagonale est proporUonuelle à 
y'dai^ +rfS' -(- rfy' ou à dA. 

On peut exprimer ce résultat d'une autre manière. Ke- 
narqufms,en effet, que, si l'on désigne pas &>, i^, 4' et il les 
vitesses angulaires autour de O'a;, O'y, O'z et autour de l'axe 
instantané, à l'instant considéré, ou aura par définition 
(n» 1«2) : 

da:=(»rf(, dê=: (frfi, d-) = -^dt, rfA = iid( , 

ce qui nous mfmtre i 

que les cosinus des angles formés par l'axe instantané, re- 
présentés précédemment par : 
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da de dy 

dï' dX' rfA ' 

soot aussi bien représentés par : 

a • Xï • li ' 

et que, par suite, la diagonale du parallélipipède ci-dessus 
est aussi bien la diagonale d'un parallélipipède dont les cA- 
tés représmteraient, non plus les angles élémentaires dé- 
crits, mais les vitesses angulaires à cet instant. Enfin, la 
vitesse angulaire totale ii est égale à l/w'H-(f* + t|i*, et est 
par conséqnent représentée en grandeur par cette même dia- 
gonale. 

En résumé, nous pouvons conclure de ce paragraphe : 

1* Que tout mouvement élémentaire d'un solide peut être 
considéré comme dâ aune translation générale, égale au 
déplacement effectif d'un quelconque de ses points, et à 
une rotation autour d'un aite instantané, passant par ce 
même point; 

3° Que trois rotations élémentaires autour de trois droites 
rectangulaires équivalent à une seule autour d'une qua- 
trième droite convenablement ciioisie; 

3° Que la diagonale du parallélipipède construit sur des 
longueurs proportionnelles aux angles élémentaires décrits 
OH aux vitesses angulaii-es à cet instant, représente en di- 
rection l'axe instantané et en grandeur l'angle élémentaire 
décrit ou la vitesse angulaire autour de cet axe unique. 

La première de ces conséquences avait déjà été reconnue, 
par la géométrie et par le calcul, aux n" 16A et 170, La se- 
conde et la troisième, qui constituent ce qu'on nomme hi 
hit de la eompotittott et de la de'compotion des rotationt, 
sont susceptibles d'être démontrées directement par la géo 
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mélric, ainsi que nous \e ferons voir dans le paraftrapbe 
suivant. 



TBÉOBËMr. nu PARALLÈLOGHAMME DES ROTATIONS. 



197. — Loi-squ'un solide est animé de deux roiations aii- 
toiiv de deux axes qui se coupent sous un angle quelconque, 
ces deux rotations t'quivalent ù une seule; et, si l'on prend 
sur les deux axes des longueurs proportionnelles aux vites- 
ses angulaires, et qu'on construise le parallélogt-nniine, la 
diagonale represeutci-a en direction l'axe unique et en gran- 
deur la vitesse anguiuii'e équivalente aux. deux autres. 

N. It. Pour éviter toute ambiguïté sur les l'Otatîons que 
nous ne figurons géométriquement que par leurs axes, U 
est nécessaire de convenir du *en» dans lequel ces rotations 
s'effectuent. Il serj entendu désormais que la rotation est 
toujours supposée avoii' lieu de gauche à droite pour un 
observateur étendu le long de l'axe, sur la partie ou est 
comptée la longueur représentative de la vitesse angulaire, 
et les pieds à l'origine de celle longueur. De telle sorte quej 
pour figurer une rotation s'effectuaut de droite à gauche, it 
faul compter celte longueui' en sens contraire. On donnera 
le signe + aux roiations qui auront lieu de gauche à droite, 
et le signe — à celles qui auront lieu de droite à gauche. 

Soit actuellement un solide animé de deux mouvements 
de rotation autour des deux axes AB, CD, qui se coupent 
an point sous une angle quelconque : soit u et cf tes 
deux vitesses angulaires. Ponons, à partir du point 0, et 

(') Les tinq proposillnns ijui vont suivre font eniprunt^j' & M. Pninfot 

[néorie nourelle de la rnlalion des cnrps noHden'. 
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n 



dans \e sens coirespondant 
OG,0K pi-o^i'tioiinellcs à 




3 la raUition, des longueiii-s 
d cl à If . Je dis giiG la diago- 
nale OK repi-éscDtei-a Vayie 
aniqiie eii direction et la vi- 
tesse angulaire en grandeur, 
ainsi que le sens dans le<[uel 
elle s'exerce, c'est-à-dire <iue 
pour un observateur placé les 
pie'ls cil et la tâte vers K la 
rotaiion aura lieu de gauche 
à di'oitc. 

Il est d'abord manifeste 
qu'en vertu de la double rota- 
tion autour de A B et de C I), 
la ligne OK est immobile, et 
que, par suite, tout se l'éduit à une rotaiion autour de cet 
use. Eu effet, lepointO es( immobile, comme appartenante 
la fois aux deux axes AB, CD. Le point K, en vertu de la 
seule rotation OG, tend à s'abaisser au dessous du plan 
d'une quantité représentée par K V.wdt -. et, en vertu de la 
seule rotation OK, il tend à s'élever d'une quantité repré- 
sentée par RQ.t^dl. Or, ces deux quantités sont égales eti 
valeur absolue, car les deux triangles semblables GRP, 
KBQ donnent : 

RG ou OKiRK ou .OG :: RP : »Q; 
d'où i"ésulte ■ 
OGxRP = OKxRQ, ce qui revient à RP.w = RQ.<f. 

Donc le point R demeure immobile pendant la double ro- 
tation. 

Pour estimer lu vitesse angulaii-e de lu rotation unique 
autour de OK, il suffit d'estimer colle d'un putot quelcon- 
que, par exemple du point K. Oi', cotte vitesse est égale ii 
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l'espace parcouni, divisé par K L.dt ; mais l'espace par- 
couru est représenté par KLciid/, puis la rotation OK est 
sans loBueDce sur ce point qui appartient à l'axe CD. La 
vitesseen question que j'appellerai il, est donc exprimée par 

-|V^. Mais les deux triangles OGR, OKR étant égaux, les 

produits de leur base par leur hauteur sont égaux aussi. 
Doue 

OR. KL = OG. BP = OG. Kl, d'où ^ = S5; 



ce qui nous montre que R est proportionnel à il, comme 
OG l'est A o>. 



Con»èquencei. 

Si l'on avait à combiner un nombre quelconque de rota- 
tions u>, <f, (['i--- autour d'axes passant par un même point, 
on verrait sans peine que la rotation unique équivalente se 
détermine en grandeur et en direction en construisant un 
polygone dont les divers côtés successiTs représentent les 
diverses rotations a>, if , ({'i- ■ Le dernier câté qui ferme ce 
polygone représente en grandeur et en direction la rota- 
tion unique 12. 

Ce sont lit des relations entièrement semblables ik cel'es 
qu'on a établies pour les vitesses de translation. C'est un 
nouvel exemple de ce fait remarquable que toute une série 
d'idées applicable à certains objets peut convenir idenliqoe- 
menl il d'autres; en sorte qu'une théorie édifiée au point de vue 
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des vitesses de translation subsiste îniëgralemenl si ce terme 
de translation, au lieu de désigner pour l'esprit le genre de 
mouvement qu'on a suppose, représente ce que nous som- 
mes convenus de nommer rotation : rapprochement philo- 
sophique intéressant, mis en relier par M. Poinsot dans son 
traité de la Rotation des corps. 

Les dénomiBatiODs de vitesses composantes et devilesse 
résultante sont affectées au\ vitesses de rotation comme 
elles le sont déjà aux vitesses de translation. 

Les formules les plus usuelles sont celles qui se l'apportent 
à la consUruclion du paraliélipipède rectangulaire. On re- 
connaît aisément que, si u, <f , ^J^ sont les trois vitesses anga- 
laires composantes et il la vitesse résultante, les angles de 
celle-ci avec les trois côtés sont respectivement représentée 
par 

J^ ± ± 

Li ' Li ' il' 



et que la valeur de Ù est égale à l^u'-H i^*-|- '^^. 

Ce sont les résultais précédemment trouvés parle calcul. 

Remarque. — Pour que l'axe unique garde «ne direction 
constante pendant tout le cours du mouvement, il faut : 
1° que les a\es composants aient des directions constantes ; 
2° que les rapports de toutes les vitesses angulaires demeu^ 
rent également constants, c'est-à-dire que toutes ces vites- 
ses varient de la même manière avec le temps. Sauf ce cas 
spécial, l'axe unique varie de position à chaque instant, el 
la vitesse angulaire résultante varie aussi de grandeur. 
C'est pourquoi l'axe unique est nommé axe instantané, 
comme on l'avait déjà remarqué. En d'autres termes, l'axo 
et la vitesse résultante sont bien toujours déterminés par 
la même construction polygonale, mais la grandeur et la 
direction des côtés changent d'un instant à l'autre. 

198. — Composlllon ée» rolnllons aulour d'iixen |m- 
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rallêlen. — Oq domonlre géoinétriqiiemeat des proposi- 
tions anniogiies, relativement aux ratalions qui s'effectuent 
;iiitoui' d'axes parallèles. 

Soiiiin solide animé de deux l'oluiioiis simultanées autour 
d'axes perpendiculaii'es au plan de la figure, l'un projeté en 

^ 0, l'autre en 0'; je dis que 

OR 0' ces deux rot^itions équi- 

f's- !<*■ vauiIroHt à une seule égale 

à leur komiiic, autour d'un troisième axe parallèle aux pré- 
cédents, projeté sur la ligne 00' et coupant cette ligne en 
deux parties inversement proportionnelles aux vitesses an- 
gulaii'es composantes. 

Supposons que les rotations composantes m, f aient lieu 
toutes deux de gauche à droite. Choisissons sur la ligne 
00' un point H, tel que 

no : RO' :; ^ : M. 

Ce point )t scia immobile : car, en vertu de la rotation m au- 
toui' de l'axe 0, il tend ù s'abaisser au-dessous de 00' d'une 
quantité représentée par RO.ut//; d'un autre câtë, en vertu 
de la i-otation ff autour de 0', il tend à s'élever de la quan- 
tité RO'.fdt. Mais, d'après la proportion ci-dessus, ces 
deux qnaiiiilés sont égales en valeur absolue. Donc le point 
R ne bouge pas. D'ailleurs, les denx rotations partielles 
ayant pour effet de mouvoir tons les points du solide dans 
des plans pai-allèles à celui de la figure, il s'ensuit que la 
ligne perpendiculaire à cette figure, par le point R, reste 
exactement immobile. Quant à la vitesse autour de cet axe, 
elle est égale à u 4- <f - Car, si l'on considère, par exemple, 
le point 0, il ne se lessent pas de la vitesse u et décrit, en 
vertu de la rotation cf, un arc dont le rayon est égal à 00'. 
Oi' l!un peut écrii'e 

110 (w + c.) = 00' . (f. 
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puisque cdte équation se l'éduil ii 

RO . M = RO' . 9, 

ce qui n'est autre oliose que )a proporiion supposée dans la 
détermination dn point K. 

Si les deux, rotations sont de sens contraires , on voit 
sans difficulté que le point M, a» lieu d'être compris entre 
les points et 0', sera situé sur le prolongement de celle 
ligne, du cfité de l'a\e qui correspond à la plus grande vi- 
tesse angulaire, et i> des distances de et de 0' inversement 
proportionnelles aux deux vitesses : la rotation résultante 
sera d'ailleurs égale à la diiTérence des doux autres. 

Coni^quences. 

1" Si l'on a à combinei' un nombre quelconque de rota- 
tions autour d'a\es parallèles, on trouvera l'axe et la rota- 
tion unique en combinant d'abord deux d'enti-c elles, puis 
lenr résultante avec la troisième; et ainsi de suite. La vi- 
tesse angulaire finale sera égale à la somme de toutes les 
vitesses composantes de même sens diminuée de la somme 
de tontes les vitesses composantes de sens contraire. 

T Quand on combine deux rotations de sens opposés, 
égales iHiménquement, ou trouve, par la méthode ci -dessus, 
que la mtntion résnitaute est nulle et a son axe situé à l'in- 
fini. Pour avoir l'explication de ce non-sens apparent, reve- 
nons à la figure. 

Dans l'hypothèse oii nous nous plaçons actuellement, il 

est visible qu'un point quelconque M, pris au hasard sur la 

droite O0'estsollicité,d'une 



Q MO' P'^'^ ^P"'' '^ rotation u qui 

Pig. M. s'exerce en 0) , à s'abaisser 

d'une quanliU' égale à M 0.»^/, et d'autre part (par la rota- 
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tion contraire m qui s'exerce en 0') à 8'abaisser a^^si d'une 
quanlitéMO'.W^ Ils'abaîsse donc en totalité de la quantité 
OO'atdl ; ce qui nous montre que son déplacement est tout à 
fait indépendant de sa situation sur la droite OO'.Ainsi, tous 
les points de cette droite se déplacent d'une même quantité 
iXy.bidt, c'est-à-dire qu'ils se transportent parallèlement à 
enx-mémes et perpendiculairement au plan des deux axes, 
avec une vitesse égale ù la vitesse angulaiie commune mul- 
tipliée par la distance des axes. Cette conséquence s'appli- 
que évidemment au plan des axes lui-même, et par suite au 
solide tout entier. Ainsi, deux rotations égales et contraires 
ont pour effet de déterminer une translation du solide per- 
pendiculairement au plan des deux axes parallèles. 

199. — Nous allons exposer quelques autres théorèmes, 
qui permettent en même temps de jeter un grand jour 
sur la représentation géométrique du mouvement d'un so- 
lide. Car, ainsi que le remarqtfe judicieusement l'illustre au- 
teur auquel ces théorèmes sont empruntés, le mouvement 
d'un solide ne s'offre pas tout d'abord à l'esprit avec le même 
dégrade netteté que le mouvement d'un point unique. Il est 
donc opportun, avant d'appliquer le calcul à la détermina- 
ùon analytique de ce mouvement, de chercher à s'en rendre 
compte et à se le figurer mentalement avec le plus de clarté 
possible. Sans cette investigation préalable, les formules ne 
représentent que de pures relations algébriques, sans aucune 
signification concrète. 

C*Hp»Bltlon d'oMC lrKNBl<ill*n el d'aae r*laU*D.— 
Supposons d'abord que l'axe de rotation soit perpendicu- 
laire k la direction de la translation. Je dis que ces deux 
mouvements combinés équivaudront ji une seule rotation , 
autour d'un axe parallèle au premier, et de même vitesse 
augulaire. 

En effet, soit A B la direction de la translation qui a lieu 
de A vers B, et U la projection de l'axe, perpendiculaire ao 
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plan de la figure, autour duquel s'exerce une rotation de 
gauche à droite; soit v et <>> la vitesse de traaslatioa et la 
vitesse angulaire. Menous 
^^ du point une perpendi- 

culaire à AB, et prenons 

1 surcetteperpendiculaireun 

" point R tel que R.w = v. 

Ce point R sera évidem- 
pig. 51 ment immobile sous l'in- 

fluence du double mouvement. Car, en vertu de la rota- 
tion, il tend à s'élever au-dessus de OR d'une quantité 
OR.ut^l, et, en vertu de la translation , il tend à s'abaisser 
d'une quaulité vdt, qui est égale à la précédente par hypo- 
thèse. D'ailleurs, le double mouvement ayant pour effet de 
déplacer tous les points du solide dans des plans parallèles 
à celui de la figure, il en résulte qu'une ligne menée par le 
point R, perpendiculaire à la figure, demeurera immobile ; 
et que couséqueiument cette ligne est l'axe de la rotation 
unique équivalente aux deux mouvements supposés. Quant 
à la vitesse de cette rotation, elle est évidemment égale h m, 
car le point 0, qui n'est pas inlluencé par la rotation autour 
de son axe, est déplacé, parla translation suivant AB, d'une 
quantité égale à vdl, laquelle est égale, par hypothèse, à 
RO.fûdt. Ce point tourne donc autour de R avec une vitesse 
angulaire égale à u. On voit en outre que cette rotation est 
de même sens que celle qui s'exerçait autour du point 0. 

Actuellement, si l'axe de la rotation composante n'est pas 
perpendiculaire à la direction de la translation, on peut dé- 
composer ce dernier mouvement en deux autres transla- 
tions, l'une perpendiculaire ù la dii'ectiou de l'axe, et l'autre 
parallèle. La translation perpendiculaire et la rotation se 
combineront, d'après ce qui vient d'être dit, en une rotation 
unique dont l'axe sera parallèle à l'axe primitif, et par suite 
aussi à la direction de la seconde translation composante. 
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Tout s(> trouvn donc ramené à nne rotaiiou et :i uni- li'anS' 
laiion pamllèlir ù son axe. 

Can»egiieiicf». 

1° Noms avions d<^jù vu (»" i6U et 1%) que le niouvomont 
élémenlniie le plus généra] d'un solide se décomposait en nne 
l'oiaiion et on une translation. Il résulte de ce <|ui précède que 
ces deux mouvements peuvent loujonrs être ramenés à une 
l'otjlion autour d'un axe instantané passant par un point 
eonveuableineni choisi dans te solide, et ù une translation le 
long de cet a\e. Il y a donc, dans lont mouvement d'un so- 
lide, nu point pour lequel l'axe instantané est, selon la dé- 
nomination expi^ssive de M. Poinsot, uu axe tponlane' 
gUitanl. 

Remaiï|Uons que ce mouvemenl, rapporté à l'axe spon- 
tané glissant, est admirablement figuré à nos yeux par le 
jeu d'une vis qui entre dans son écroti. Nous pouvons donc 
nous rendre compte,ù un instant quelconque, du mouvement 
le plus général possible d'un solide, en nous disantqn'il n'est 
auti'e que le mouvement liélîcoïdal d'une vis pénétrant dans 
8011 écrou. Seulement, comme tous les éléments changent 
perpétuellemeut, c'est à chaque instant \iHe vi» d'un autre 
axe et d'un autre pat, plact'e à iii) attire point, qui repré- 
sente le mouvement du solide. Tel est .le plus haut degré 
de clarté auquel on puisse amener l'image du mouvement 
d'un solide etitièrement libre dans l'espace. 

2* Il c^^t visible que, si l'on connaissait, à un moment quel- 
conque, les vitesses de relation et de glissement du solide, 
on eu conclurait la vitesse absolue de chaque point siluc à 
une distance déterminée de l'axe spontané glissant. Car, w et 
c ciant ces vitesses et r celte distauce, la vitesse absolue 
serait la résultante de wr et de r ; et, comme ces deux vî- 
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leis»^ composantes sont à angle droit, on aiii'ïiii (tour l:i 
vitesse ci»erdiée l^r' + wV, ce qui nioiilrc quo la vitesse 
absolue est d'autant plus gi-niide que le point eoiisidêcé est 
plus loin de l'axe spoalaiié, et qu'elle est minininin poui- 
tous les points de l'axe s|)0iitané : n'sulials évidents d'ail- 
leurs nprtori. 

3* Si un point du solide est fi\e, it n'y a plus d'axe spon- 
tané glissaut : il n'y a que des axes instamaiiés de i-otaiion 
autour de ce point. Lu succession de tous les mouvements 
élémeulaii'es autour de ces différents axes peut ^ipc flgurt'c 
avec simplicité, comme ou va le rcconnatti'c. 

300. — iMagc de la r*lalioH KBl«Mr d'an polol Ixe. 
— Soit le point fixe autour duquel pirouette le solide. A 
im moment donné, le solide toiinic autoui' d'une ccrLiine 
ligne qui lui est invariablement liée, qnî passe par le point 
fixe, et qui est immobile pendant une durée infiniment pe- 
tite. L'instant d'après, c'est une autre ligne, appartenant au 
solide, qni sert d'axe instantané, et qni occnpc une autre 
position dans l'espace. Soit Oa, OA, Oe,... tontes les ilroiles 
appartenant au solide, qui sont destinées it lui senir suc- 
cessivement d'axe iustun- 
luné, et qtii dessinent dans 
ce solide uu certain cAnc 
OaÉf.,.. Concevons tracées 
à l'avance dans l'espace 
toutes les directions Oa', 
/ OA', Oc',,... avec lesquelles 
les lignes précédentes vien- 
Q^-"' ■ dront coïncider, cbacuiic à 
Fis. ïJ- ' chacune, pendant le mou- 
vemenl du solide. Ces directions dessineront dans l'es- 
pace nn second cûne Oa'h'c' de mémo sommet quo 

le premier. Cela posé, imaginons que les deux cônes soient 
coupes par une même sphère, d'un rayon quelconque, ayant 
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son centre en 0; et soit abc..., a'b'e'... les deux courbes 
d'intersection. A un certain moment, la ligne Oa, qui doit 
servir d'axe instantané, coïncidera avec la ligne i)a : rinstant 
d'après, la ligne Ob coïncidera avec 0^', puis Oc avec Oc'; et 
ainsi de suite. Mais, pendant la rotation instantanée autour 
de Oa', le triangle inPininient petit Oai tourne autour de son 
cAtéOa devenu Oa'; et, puisque Ob vient au contact de Ob', 
■I en résulte que ab est égal à a'b', ou que l'élénient coni- 
que Oab est égal à l'élément conique Oa'b'; et de même 
pour les éléments suivants. D'où il ressort que le mouvement 
du solide peut é(rc figuré en imaginant qu'un certain cAne 
qui lui est invariablement lié et qui l'emporte avec soi roule 
tans glisser sur un autre cdne, de même sommet, immobile 
dans l'espace. 

Si l'on connaissait à tout instant les vitesses angulaires du 
solide autom' de trois axes rectangulaires, on connaîtrait 
à tout instant aussi, d'après ce qui a été démontré précé- 
demment, la position de l'axe instantané dans l'espace et la 
grandeur de la vitesse angulaire autour do cet axe. On au- 
rait donc la position géométrique de toutes les droites Oa', 
Ob', Oc',.., c'est-à-dire le cône fixe lui-même. On pourrait 
aussi tracer le cùne mobile dans le solide : car l'angle élé- 
mentaii'e bab' est égal à ildt, 12 étant la vitesse connue au- 
tour de 0«', donc ab est déterminé en direction : il i'est 
aussi en grandeur, puisque ab est égal à a'b' qui est connu. 
Tous les éléments successifs bc. . seraient déterminés de la 
même manière. Voilà comment on vérifie, d'une façon pour 
ainsi dire concrète, que la connaissance de trois vitesses 
angulaires autour de trois axes détermiue graphiquement, 
dans sa plénitude, la rotation d'un solide quelconque. 

SOI. — CampMlilan des rotallsns anlsar d'axci 
qnelcoBqHCfi. — Cette composition est une conséquence di- 
recte des propositions précédentes. Si, par exemple, on a 
deux axes , non concourants ni parallèles, menons par un 
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point quelconque de l'un d'eux une droite parallèle à l'aulre. 
On pourra remplacer la roution autour de ce dernier par une 
rotation autour de la droite parallèle et par une translirtjoa 
perpendiculaire à leur plan (n° 199). Les deux nouveaux 
axes étant concourants , les rotations correspondantes se 
composeront en une seule, et l'on retombera ainsi sur le cas 
d'une rotation unique à combiner avec une translation. 

Remarque. — La vitesse de la translation est égale à la 
vitesse angulaire de la rotation qu'on a tout d'abord rem- 
placée, multipliée par la distance du point choisi à son axe. 
Cette vitesse est donc égale à ccilc du déplacement effectif 
de ce point, puisque la rotation autour de l'axe sur lequel 
on l'a choisi n'influence pas son mouvement. 

De même, la vitesse angulaire de la nouvelle rotation est 
égale à celle de la rotation remplacée. 

Ainsi on peut dire que, pour composer les deux rolaUons 
données, il suDit de composer leurs vitesses angulaires au- 
tour d'un point arbitrairement choisi sur l'un des axes, et d'y 
ajouter une translation égale à la vitesse angulaire autour de 
l'autre axe, multipliée par la distance du point à cet axe, ou, 
ce qui revient au même, une translation égale au déplace- 
ment efi'eclirdu point considéré. 

De là on passe à la composition d'autant de rotations que 
l'on voudra, et l'on retombe toujoui's sur une rotation uni- 
que et une translation égale au déplacement efTectifdu point 
par lequel passe l'axe de cette rotation unique. 

Si l'on y ^oute des translations en nombre quelconque, 
on ne change rien au résultat : en sorte que, flnulement, 
tous les mouvements possibles se réduisent à une transla- 
tion égale au déplacement d'un point quelconque et une ro- 
tation autour d'un axe instantané passant par ce point. On 
retrouve ainsi le premier tliéorème général sur le mouve- 
ment des solides, démontré à la Fois dans le présent livre et 
dans l'étude du mouvement rehitif. 
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Forme nonvelle doBoée anx sK éqMulUiis ém 
mouvenent d'un sell4« libre. 



*302. — MuilUenant ([iie nous avons acquis une idée suffi- 
sammeiu nette du monvemcnt d'un solide, nous allons nous 
occuper, selon ce qui a été annoncé il la fui du n° 195, de 
donner aii\ six équations géiiéfales une forme plus en liar- 
monie avec les besoins de la solution. 

En ce qui concerne les tmis premières, lu transformation 
est facile ; on la coniiaU dt'jà : c'est ci'Ke qui consiste à 
introduire les coordouuces du centre de gravité. On sait 
qu'en appelant :r,,t/,, :,, les trois coordonnées de ce cenire, 
l>ar rapporta des axes fixes, les trois étiuations (3) petivenl 
^ire remplacées par celles-ci, on M désigne ta masse totale 
du solide (n' 133): 

^ ' <li' ' dt' ' rff' 

Pour transformer les trois dernières équations, nonsrap- 
pelierans qno, d'après ce qui a été vu dans la théorie du 
mouvt-ment relatif (n* 173), les équations des moments ont 
la même forme, par rapport à des axes flxfs ou par ra(ïport 
à des axes mobiles parallèles aux précédents el passant par 
le cenire de gravité. De sorte que, si nous appelons x, , y, , 
Zr , les cooixlonnées relatives d'un point quelconque du 
solide, par rapport à des axes mobiles, définis comme il 
vient d'être dit, les trois équations (A) seront remplacées 
par les snivanles, qui n'en différeront que par les valeurs 
absolues des coordonnées, lesquelles sont égales aux an- 
ciennes diminuées de x„ y,, 7, ; 
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(2) L(X.,-&)=.Im(^.,-g:^,), 

203. — Aviint de poursuivre l'objet de notre recherche, 
nous ferons quelqnes remarques importâmes. 

Nous voyous d'abord que les deit\ sysièmes d'équations 
(1) et (2)> qui sout présentement substitués aux groupes 
Cff) el (*)) sont complètement indépendants l'un do l'autre, 
ce qui permet, le cas échéant, de déterminer l'un des deux 
mouvements qu'ils représentent, sans counallre l'autre 
mouvement. Ainsi la translation du centra de gravité n'est 
pas influencée par la rotation autour de ce centre, et i>tVe 
certa. On voit même que le centre de gravité pourrait être 
fixé tout à coup sans que la rotation en fiit altérée. Car, 
pour fixer ce centre, il suffirait de lui appliquer une force 
convenable, laquelle, passant ainsi par l'origine des coor- 
données relatives, donnerait des moments nuls, et par suite 
n'interviendrait pas dans les équations (3). Ce point est le 
seul qui jouisse d'une semblable propriété dans le solide. 
Cai', si nous considérons tout autre point, dont les coor- 
données soient £, n, Ç, et qu'on y place l'origine des a\es 
mobiles, les équations du mouvement relatif ou de la rota- 
lion autour de ce point contiendront des termes dus a la 
force fictive égale et conti'aire à la force d'entraînement. 
La première des trois équations, par exempte, sera, d'après 
ce qu'on a vu au n° 172 : 

w w^-'y)" 
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et le terme dà à la force fictive n'est pas nul, parce que 
Imy, etlmxr ne sont pas égaux à zéro : tandis que, lors- 
que les a\es mobiles sont placés au centre île gravité, ces 
sommes disparaissent nécessairement. Il ressort de là que, 
si l'on vient 5 fixer tout à coup le point quelconque plis 
pour origine des axes relatifs, ce qui aura pour effet de 
supprimer le terme en question, la rotation autour de ce 
point ainsi fixé sera représentée par une équation qui ne 
sera plus la même qu'avant la Axation. Le centre de gravité 
est donc le seul point du solide qui puisse être fixé sans 
altérer la rotation. Réciproquement, si ce centre était pri- 
mitivement fixé, on pourrait le rendre soudainement tibre 
sans que la rotation, qui s'effectuait autour de lui, en fiti 
modifiée. En un mot, la rotation d'un solide autour de son 
centre de gravite est la même, quel que soit l'état de ce 
centre. On peut le qualifier justement de centre »pon- 
tané de rotation. C'est cette propriété concrète qui rend 
raison du choix qu'on en fait pour lui rapporter le mouve- 
ment de rotation du solide libre. Ce n'est pas parce que les 
formules analytiques sont simplifiées qu'on cboisit ce centre, 
mais c'est parce qu'il est réellement et naturellement le 
centre de la rotation , que les formules, qui doivent néces- 
sairement exprimer cette propriété, en reçoivent une grande 
simplification. 

Cette seconde propriété complète celle que nous lui con- 
naissions déjà, et qui consiste à avoir exactement la même 
translation que si toutes les forces lui étaient directement 
appliqaées, au lieu d'être distribuées sur des points quelcon- 
ques du solide. On voit ainsi que le centre de gravité mesure 
à la fois la translation du solide, et sert de centre à sa rota- 
tion naluielle. 

Quand il s'agit simplement de se rendre compte du mou- 
vement général d'un solide, il est tout à fait indifi'érciit de te 
rapporter à l'uu quelconque de ses points pour le décompo- 
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ser en une translation et nne rotation. Mais on peut dire 
qu'alors la translation du point ne représente plus celle du 
solide, et la rotation autour de ce point ne représente pas 
davantage la rotation naturelle. En les cotnbiaant, ou repro- 
duit bien le mouvement effectif, mais cette décomposition 
est artificielle, tandis que, ponrle centre de gravité, elle est 
conforme à l'essence même des choses. Aussi, lorsqu'on en 
vient à exprimer ces décompositions au moyen de formules, 
on est averti, par la complication qu'elles présentent quel 
que soit le point cboisi , hormis le centre de grarité, qne 
c'est bien là le pivot naturel de la décomposition. Ce serait 
rétrécir singulièrement les aperçus, et méconnaître toute la 
par^e concrète du phénomène , que de voir seulement dans 
le centre de gravité un point de plus grande simplicité ana- 
lytique. Ce serait prendre l'effet pour la cause. 

204. — Cela posé, reprenons notre transformation an 
instant interrompue. 

Chacune des équations (2) est sus(«ptible d'être mise sous 
la forme suivante, que nous donnerons, par exemple, à la 
première : 

Z {\x, ~ XyO dt = dlm (^ *. - ^ y^) . 

Elle exprime alors que l'impulsion élémentaire du moment 
total des forces projetées sur l'un des plans coordonnés est 
ëftale à la variation élémentaire du moment de la quantité 
totale de mouvement. Ce sont là des conséquences démon- 
trées poBP tous les systèmes matériels. 

Or, supposons qu'à un instant donné les axes mobiles, de 
direction constante, auxquels on rapporte la rotation du so- 
lide autour de son centre de gravité, coïncident avec les 
axes principaux du solide relatifs il ce centre. Soit d'ail- 
leurs M, <f , 1^ les vitesses angulaires du solide par rapport à 
ses trois axes principaux. A l'instant considéré, ce seront 
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aussi les vitesses angulaires respectives autour des axes des 
X, des y et des z mobiles, puisqu'on suppose que les uns et 
les auliH^s se coufondcriC. Pour iransfoiiuer couvenablemeut 

(rftfr dx, \ 

di "'' — dt^' ) ' *!''' représente le monieut 

de la quantité totale de mouvemeitl en pi-ojection sur le plau 

des x.'jr , il suffît de remplacer -j- , -^ par leui-s valeurs 

en fonction des vitesses angulaires m, <^, tj^. Or, ces valeurs 
sont connues. Kn effet, nous avons vu au n* 196 que, si di, 
dy, dz sont les projections du déplaecment infiDimeiit petit 
que subit un point, en vertu de trois rotations élémentaires 
autour de ti'ois axes dont les vitesses sont cti, tf , <^, nous avons 
vu, dis-je, que 

dx^{z^ — y'^)dt, dy^{j:'^ — zoj}(lt, dz={y<a — xa)di; 

par suite, dans le cas présent, on a : 

dx, , dy, , dz. 

Si nous faisons la substitution, uous obtenons : 

., /dVr dXr \ I V / î . SN V 

^^{■±x.--r-y.\ = ^im (:c. + y.) - <f i my.z, - 



Or, la quantité Im(x,'' + yi') n'est autre chose que le mo- 
ment d'inertie par rapport à l'axe principal qui coïucide avec 
l'axe des z, : c'est la quantité connue que nous avons cou- 
tume de désignerparC(n° 177). Quant aux sommes Jmy.Zf, 
l7nx,Zr, elles sont nulles, puisque les axes de coordonnées 
coïncident avec les axes principaux. Le moment de la quan- 
tité totale de mouvement, en projection sur le plau des;r,yr, 
à l'iuslant considéré, se réduit doue à Ci}/. Pour avoir la va- 
l'iutioti élémenlaii'c de cette même projection, remarquons 
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que, tandis que les Iroîs vitesses angulaires siibisseot des va- 
riations dra, </<f , d'if, le solide tout entier, avec les ti-uls axes 
principaux, tourne infiniment peu, et ces trois axes ne se 
confondent plus avec les ax^ de coordonnées. Le moment 
de la quantité totale de mouvement, en projection sur un 
plan perpendiculaire à la nouvelle pétition de l'axe pi iu- 
cipal qui coïncidait primitivement avec l'axe des 7,, prend 
une nouvelle valeur égale a C(^ + d'^) , puisque C lui- 
m^e est consunt. On verrait de même que les moments 
de la quaniité totale de mouvement, en projecticm sur 
les plaus perpendiculaires à chacun des deux autres axes, 
principaux dans leiu* nouvelle position, sont représentés par 
B(<f +<fif) et A.(<a+dia). l*our avoir la projection du moment 
de la quaniité totale de mouvement sur le plan coordonné 
dea s^r, il fant multiplier chacune de ces ii-ois quantités, 
A(M-t-rfw), h{f^-\-d'0,CQ^+d'^), par le cosinus de l'angle 
que forme sou plan avec celui des x,y,f ou, ce qui revient 
au même, par le cosinus de l'angle que forment deux 
droites perpendiculaires aux deux plans. Ces angles sont : 
pour A(rà+drMt), l'angle de l'axe des s, avec la nouvelle po- 
sition de l'axe principal qui coïucidait 
d'abord avec l'axe des s, ; 
pour B((f+</()'), l'angle de l'axe des 2, avec I* nouvelle po- 
sition de l'axe principal qui coïncidait 
d'aboi'd avec l'axe des j/r ; 
pour CCI+rfl), l'angle de l'axe des x, avec la nouvelle po- 
sition de l'axe principal qui coïncidait 
d'abord avec lui. 
Or, si l'on se reporte à la figure du n" 195,. on reconnaîtra 
sans peine que les cosinus de ces angles sont respectivement 
ceux que nous avions nommés a", i", 0"; il faut donc, d'âpre 
les valeurs trouvées pour ces cosinus dans ledit numéro, 
multiplier respccitvemeut AÇra+dut), BCiy-t-rfcf), CC4'+*'4') 
11. * 
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par — (ftfl, tMlt et 1 ; ce qui dcmae, en négligent \t» inOm' 
ment petits du second ordre, 

C (-1» + d (J-) + (B — A) w^di . 

Telle est la nouvelle projection du moment de la quanliié 
' totale de mouvement sur le plan des Xry, , après la rotation 
élémentaire dont il a élc parlé. En retranchant de cette 
quantité le terme C^, qui, comme nous l'avons vu ci-dessus, 
représente la projection avant la rotation, la différence 
Ci/<|i+(B — K')m<fdt exprimera la variation élémenUire de 
ladite projection. On trouvera de même, pour les deux antres 
plans coordonnée, des variations représentées respectire- 
ment par Bdij+CA— C)ùnj-rf(, et par Arfw+CC — B>yfrf*. 
Puisque chacune de ces trois variations est égnle h l'impul- 
sion élémenUire du moment des foroes sur le même plan, 
on en conclut les trois équations : 

2 (Y*, - Xy,) = C ^ + (B - A) WT, 

2 (Xîr — Za:,) = B ^ + (A— C) w i}-, 

2 {Zy, - Tz,) = A ^ + (C - B) cf-j. . 

Ces relations conviennent à toute la durée du mouvement, 
bien qu'elles semblent avoir été établies spécialement pour 
son origine. Car, à nn moment quelconque, on peut toujours 
prendre un système d'axes rectangulaires de direction cons- 
tante, coïncidant avec les axes principaux du solide au 
commencement de l'instant considéré, et Tormer les équa- 
tions cil-dessus pour le système d'axes ainsi choisis. 

Les relations que nous venons de trouver subsistent donc 
pour toute la suite du monvement. Les quantités c», f, i]f y 
représentent les vitesses angulaires, à cbaque instant, autour 
des axes principaux mobiles; X, Y, Z sont les composante* 
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des forces, et x,, y,, x, les coordonnées de leurs poinU 
d'application, par lapportà des droites coTocidatit à tout mo- 
meot avec les axes principaux, c'est-à-dire par rapport aux 
axes pripcipaux eux-mômes pris comme axes mobtJes de 
coordonnées pendant le mouvement du solide. 

Afiude ne pas compliquer l'écriture, on supprime ordinai- 
rement l'indice r des trois équations ci-dessus ; les trois vi- 
tesses angulaires sont désignées par p, q, r, afin de réserver 
les notations u, ij, <{j à des vitesses autour de droites quel- 
conques : en sorte que les équations de la rotation prennent 
définitivement la forme snîvanie : 



/£(Y:B-Xy) = ct+(B-A)w, 



(0 /2(Xi— Za!)=B^ + (A~C)pr, 
[2{Zy-Y2} = A^-|-(C-B)vr. 

Nous remarquerons que ces relations renferment, outre 
les inconnues p, q, r, les composantes des forces et les 
coordonnées de leurs points d'application par rapport aux 
axes principaux. Pour que ce ne soient pas là de nouvelles 
inconnues, il faut qu'on puisse déterminer à tout instant la 
position des axes principaux par rapport à des axes de coor- 
données fixes. Or, c'est ce qui se fera en remarquant que la 
position de ces axes dépend elle-même des valeurs p, q, r, 
lie sorte qu'il n'en résulte aucune inconnue distincte nou' 
velle. £n effet, reportons-nous au n° 170 de la mécanique gé- 
nérale et particulièrement à la remarque qui le termine : 
la vitesse angulaire qui provient de la rotation d'axes mo- 
biles autour d'un point qui leur est invariablement lié, est 
telleque, sion la multiplie par les cosinus des angles formés 
par l'axe instantané avec lea trois axes mobiles, on obtient 
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des quantités désignées dans ce même numéro 170 par les 
notations p, q, r, lesquelles sont , d'après les relations (3) 
du n" 168 (A*«), fonction des cosinus a, a', a", A, A'... des 
angles que font les axes mobiles avec des a\cs fixes. Mais les 
produits de la vitesse angulaire par les cosinus des angles 
de l'axe instantané avec les axes mobiles sont égaux, d'après 
les lois de la composition des vitesses, aux vitesses angu- 
laires autour de ces mêmes axes mobiles. Donc les quantités 
p, 9, rdun°170 représentent précisément les mêmes choses 
que dans la théorie actuelle. Or, les valeurs p, 9, r entraî- 
nent celles des neurcosînus a, a', a", &,.., puisque ces neuf 
cosinus sont déjà liés entre eux par les six relations (1) 
qu'on a vues au n* 168 : on en avait du reste iîiit déjà 
la remarque, aussitôt après avoir posé les équations (3) 
du n° 168 (j&m). Donc la position des axes principaux 
par rapport à des axes fixes ne corre^ond à aucune 
inconnue nouvelle, ainsi que nous l'avons annoncé en com- 
mençant. Par suite, les trois équations auxquelles nous 
sommes parvenus plus haut suffisent ihi'oriquenient pour ré- 
soudre le problème. En les combinant convenablement 
avec les relations des numéros précités, on exprime les 
composantes des forces et les coordonnées des points du 
système, rapportées aux axes mobiles, en fonction des direc- 
tions de ces mêmes axes mobiles relativement aux ax«>s 
fixes; ou, finalement, on exprime tout en fonction des don- 
nées de la question et des trois inconnues ;>, 9,relles-mèmes. 

D'après la forme des équations qu'on aura à manier, on 
ne saur'a pas généralement effectuer les calculs. Mais il n'en 
est pas moins trës-inléressant d'avoir pu ramener le pro- 
blème à ne plus dépendre que de trois inconnues distinctes 
Pi q, r, au lieu du nombre indéfini de celles qui correspon- 
dent aux divers points matériels du système. 

305. — Lorsque le solide n'est sollicité p-tr aucune force, 
les équations précédentes se simplifient et deviennent : 
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dt 



-B)qf-- 



Daiis ce css, M. Poisson a démontré qu'on pouvait en ef- 
fectuer fintëgration et obtenir les valeurs;», q, r en fonc- 
tion de séries elliptiques. Il a l'ameué la question à l'inté- 
gration d'une équation ne l'enfermant plus qu'une seule 
inconnue , fonction du temps. Cette équation a la forme 
suivante '■ 

. ±V/Â7T. C dr 

Ik'— BA-1-(B — qC^I' JAA — K*-+(G — A)Cr'j' 

A et K étant deux constanies, introduites par de précéden- 
tes iniégrationssimples. Nous ne suivrons pas ce géomètre 
dans l'analyse délicate à laquelle il s'est livré et qui n'offre 
qu'un intéiVït purement théorique. 11 est préférable de cher- 
cher, avec M. Poinsot, à se rendre compte géométrique- 
ment du mouvement que poursuit le solide. 

Il suffit pour cela de feire intervenir le théorème de la 
conservation des aires, démontré pour tons les systèmes 
possibles, et par suite pour le système paiiiculier qui nous 
occupe. 

On sait que le plan dn maximum des aires est invariable 
de position dans toute la suite du mouvement (139), et que, 
si A , A', A" désignent à une certaine époque les projections 
sur les plans coordonnés des moments de la quantité totulc 
de mouvement, les angles du plan invariable avec tes plans 
coordonnés ont respectivement pour cosinus 
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V/^A'+V'+A"»' l/À'+A'=+A"*' \/A'+A'' + A"' 

Or, si nous proooiis pour axes coordonnes les axes prin- 
cipaux relatifs au centre de gravité du solide, dans la posî- 
don où ils se trouvent à l'instant considéré, les projections 
susdites A, A', A" sont alors représentées respectivement par 
Cr, B?, Ap, ainsi que nous l'avons vu au numéro précé- 
dent; A, B, C, représentant les monteots d'inertie princi- 
paux, et p, q, ries vitesses angulaires, à cet instant, autour 
des axes principaux, ou, ce qui est ta même chose, autour 
des axes de coordonnées que nous venons de choisir, Con- 
Béquemment le plan invariable forme avec les plans coor- 
donnés des angles dont les cosinus sont égaux à 
Cr B^ Aj 

H ' H * H ' 
en désignant pour abréger par H la quantiié 
KAV + By + CV . 

D'un autre cûté, on sait que l'ellipsoïde central (n° 177), 
rapporté à ses axes principaux comme axes de coordonnées, 
c'est-à-dire rapporté au système d'axes rectangulaires que 
nous avons choisi, a pour équation : 

(e) AÈ' -I- Bn' -I- «' = J , 

où £, Yi, K sont les coordonnées d'nn point quelconque de 
l'eltipsoîde par rapport aux axes susdits. 

Cela posé, soit 4') n', Ç' le point de cet ellipsoïde qui se 
trouve situé sur l'axe instantané de rotation. Si l'on mène 
par ce point un plan tangent à l'ellipsoïde, ce plan aura' 
ponr équation : 

(i) A5'.ic.-^-B«'.y,-^cf.2. = ^, 

en désignant par x„ y„ t„ ses coordonoées 'courantes. 
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Le plJiD invamble a lui-même peur équation ■ 

(2) hp.x-i~Bq.y+Cr.z = 0, 

en désignant par x, y, z ses coordonnées. 

Je prétends que ces deux plans sont parallèles. En effet, 
si l'on représente pai' a la longueur du rayon vecteur mené 
du centre de l'ellipsoïde au point de tangcnce, on aura les 
Mvi» r«lati<ws 

9 étant la vitesse angulaire autour de l'axe instantané. De U 



E^-jp. »=ë». '■"Y- 

Si l'on substitue dans l'équation du plan tangent, on re- 
connaît qu'elle peut se mettre soas la forme : 

et, en la comparant à celle du plan invariable, on voit que 
les coefficients des coordonnées wnt identique, ce qui dé- 
montre le parallélisme annoncé. Il résulte aussi de là que le 
plan du muximum des aires est le plan diamétral conjugué 
du rayon vecteur qui sert d'axe instantané : puisque le plan 
langent, qui lui est parallèle, est conjugué du rayon Tecteiir 
œué au point de contact. 

Le plan ungent à l'ellipsoïde, meaé au point oit il eat 
rencontré par l'axe instantané, conserve dtmc uoe direciioo 
invariable pendant tout le caurs du mouveaaent. D'un antre 
oâté, il est facile de voir que ce plan reste loujoars à la 
même dislance du centre de gravité. En ^ei, si l'on abaiue 
use peipendicttlaire du centre aur ce plan, ob Mit, d'apràs 
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la gëométrie, que su loogueur est égale à la quantité du se- 
cond membre de l'ëquatioii du plan, divisée par laracUiede 
la somme des catrés des coefficients, c'est-à-dire que, ûon 
la représente par s, on a : 

\ 



\/Fr+BVM^C^ 



Or, la quantité que nous avons précédemment désignée par 
H, et qui représente la projection du moment de la quantité 
totale de mouvement sur le plan invariable, est constante : 



donc V^A V -I- BY +■ C'r» = conM. 

mais, puisque le point l', r,', C est sur l'axe instantané, on 
peut, d'après les relations (S) ci-dessus, remplacer dans 
cette dernière expression ;», q, r par leurs valeurs en fonc- 
tion de I', r'. Ci «il vient : 

- \/A*Ç"-t-B'Ti''-l-CÇ'' = consl. 
Mais le radical n'est autre chose que ~ ; donc 

(U) — = CMlSt. 

Pour que a lui-même soit constant il faut que - le soit de 

son cAté. Or, d'après le théorème généi'al des forces vives, 
le solide, qui n'est sollicité par aucune force et qui consti- 
tue un système géométrique, doit garder une somme de 
forces vives constante. Si nous l'estimons an moyen de ta 
vitesse angulaire autour de l'axe instantané, diaqne point 
m, à une distance p de l'axe, a une vitesse Bp et une force 
vive -;»»9*p' : le terme iS'Imp' qui représente la force vive 
totale, au moneat considéré, doit donc demearer constant. 
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Mais le moment d'inertie ^mp', pris par rapport ù l'uxe ins- 
lanunéde rotation, est tel, d'après lu définition même del'el-- 
lipsoïde central (n" 177), que kl longueiifa du rayon vecteur 
esté^leii l'unité divisée parla racine cari'éedttdit moment. 

Donc ce moment équivaut à ~y> et, par suite, lu force vive 
totale peyt être représentée par 

2 fl' ■ 
Mais, puisque cette force vive totale ne vaiîe pas, ainsi 
que nous l'avons dit plus haut, il en résulte que -, ou - ne 
varie pas non plus. £11 sorte que : 



(5) 



D'après cela , la susdite pei^ndiculaire a, abaissée du 
centre de gravité sur le plan tangent, ne varie pas de lon- 
gueur. Ainsi le plan tangent, qui demeure en outre parallèle 
au plan invariable, reste forcément immobile pendant tout le 
mouvement du solide. 

Quant à l'ellipsoïde central lui-même, il est au contraire 
entraîné dans le mouvement du solide, puisque les déduc- 
tions précédentes impliquent que son équation est cons- 
tamment celle que nous avons écrite (e) ; ce qui n'a lieu 
qu'autant que ledit ellipsoïde est toujours i-apporté aux axes 
principaux du solide, comme axes de coordonnées, et par 
conséquent emporté avec ces axes dans le mouvement du 
solide. Mais nous venons de voir qu'en cet éiat de choses le 
plan tangent mené au point où l'axe instantané perce la 
surËice de l'ellipsoïde demeure absolument immobile. Nous 
en pouvons donc conclure que le solide, dans son mouve- 
.nent, emporte l'ellipsoïde et le fait constamment appuyer 
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par uD de ses points sur le plan fixe, leqoel, d'après ce qui 
vieot d'être dit, a pu éUe détenniaé une fois pour toutes. Il 
Mt d'ailleurs évident i|ue l'ellipsoïde ue peut glitter sur le 
plan : car, le rayon vecteur mené au point de contact éiant 
un axe instantané, il s'ensuivrait que i'axe instantané se dé- 
placerait dans l'espace sans se déplacer dans l'intérieur du 
corps solide, ce qui est absurde (n" 163 et SOO). Donc le 
mouvement de l'ellipsoïde consiste à rouler sur le plan fixe. 
Réciproquement, le mouvement du solide peut être conçu 
comme déterminé par le roulement, sur un certain plan 
ftxe, de son ellipsoïde central supposé invariaMeBient lié 
avec loi. Le rayon vecteur du point de contact sert à cha- 
que moment d'axe instantané, et la vitesse angulaire autour 
de cet axe est, d'après la formule (5), toujours proportion- 
nelle à la longueur du rayon vecteur. 

Si les forces, au lieu d'être nulles, donnaient seulement 
des sommes de moment nulles par rapport aux plans de 
coordonnées menés par l'origine, il est visible que tous les 
résultats ci-dessus subsisteraient encore intégralement, 
puisqu'ils ne dépendent que des sommes des momeets et 
aullemeot des valeurs individuelles des forces. 

Cette lumineuse théorie de l'image sensible de la rotation 
des solides autour de leur centre de gravité est due à M. Poin- 
sot. Il BOUS semble impossible de pousser à un plus haut 
point de perfet^on cette partie délicate de la mécanique ra- 
tionnelle. 

Les résultats que nous v^ons d'exposé nous montrent la 
jH'ofonde différence qui existe entre l'état d'os point maté- 
riel unique et celui d'un corps solide, quand l'un et l'autre 
ne sont plus sollicités par aucune espèce de forces. Dans Je 
premier, le mouvement se continue en ligne droite el d'ooe 
sanière HNiforme : dans le 6ec<md, cela n'a lieu qtK pour le 
noavoDent du centre de gravité. Mais, tandis que le mau-^ 
ventent d'entemhle e» conforme à cHnt qu'on «bserverait 
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snr un point isolé, il se produit en même temps une nnltî- 
tnde de mouvemenu particuliers consistant en ce que, & 
chaque moment, toutes les molécules du solide tournent au- 
tour d'un axe instanuoé passant par le centre de gravité, 
ou, si l'on aime mieux, en ce que le solide entier ait rouler 
son ellipsoïde central sur un plan fixe. 



Ê^aatt*** im «MMvcMeat éam» le eaa 4e to ree» 
■■staBUnécs. 

206. — Supposons actuellement que le solide soit mis en 
mouvement par des forces instantanées ou des percuasions, 
comme cela aurait lieu si ou le frappait, par exemple, de 
coup» de marteau. Il s'agit de trouver les équations qui fe- 
l'ODt connaître la position et la vUesse du solide à cbaque 
instant. 

Nous aurons deux périodes à distinguer : l'une, qui e«t la 
(|urée très-Umitée de la percussion même j l'auUv, qui lui 
succède, et qui continue ensuite indéfiniment. 

Dans la première partie du phénomène, l'état de repos ou 
de mouvement du solide change brusquement. Chacun àc 
ses points acquiert dans un intervalle de temps extrême- 
ment court une vitesse finie, en vertu de laquelle U pour- 
suit un mouvement différent de celui qui aurait eu lieu 
sans les percussions. Mais, aussitôt que la percussion est 
terminée, c'est-i-dire dans la seconde partie du phénomène, 
nous nous retrouvons dans le cas des numéros précédents : 
celui d'un solide doué d'un mobvement initial et soumis à des 
forces ordinaires ou abandonné à Ini-^éme : question qui ne 
présente aucniie particularité nouvelle. U s'agit donc uni- 
quement de trouver l'état du solide aussitôt après les per- 
cussions : genre de recherches dont les systèmes généraux 
ont "été l'objet an n» iSO. 
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Soit donc X, Y, Z les trois composantes d'une force de 
pei'cussiou appliquée au solide, et x, y, z les cooi'doiinées 
du point d'application. ConseiTons de même lonles les au- 
tres notations précédentes, telles que x„ y,, z, pour les 
coordonnées du centre de gravité, A, B, C pour les mo- 
ments d'inertie principaux, p^ q, r pour les vitesses angu- 
laires autour des axes principaux, etc. 

Nous continuerons à déterminer, d'un cdté, la translation 
du centre de gravité, et, de l'autre côté, la rotaiion autour 
de ce centre. 

Les trois équations du centre de gravité sont 

"=<?'. ^.^=«^. "="$ • 

Intégrons par rapport à t, pour la durée extrêmement 
petite T de la percussion. Les premiers membres représen- 
teront les quantités de mouvement par lesquelles les per- 
cussions sont assignées : soit $ cette quantité pour une des 
percussions, et a, ê, y les angles connus de sa direction avec 
les axes. Les seconds membres expriment la vitesse gagnée 
par le centre de gravité suivant chacun des trois axes : nous 
la représenterons par v„ u,, te,; on aura donc : 

(1) 2*co8ce=Ht', , 2*cosê = MM,, 20cos-/ = Mip, , 

relations qui déterminent la grandeur et la direction de 
la vitesse qu'acquerra le centre de gravité, et, par suite, le 
mouvement qu'il devra prendre. Si, par exemple, le solide 
est abandonné à lui-même après les percussions, le centre 
se mouvra uniformément et en ligne droite avec la vitesse 
Vf,u„vi,. On voit, à cette occasion, que la vitesse sera identi- 
quement la même, quels que soient les points du solide où 
les percussions auront été directement appliquées. Ce résul- 
tat était prévu, puisqu'on sait qu'il en est ainsi, d'une ma- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



HOUVEMENT D'UN SOUDE LIBRE. A 5 

Dière géaérale, pour toutes les forces s'exerçant sur un sys- 
lènje quelconque (n" 133). 

Passons maintenant au moDvement de rotation autour du 
centi%. A cet effet, reprenons les équations (1) du n" 20&, 
et appliquons-les au cas actuel. 

Les axes principaux du solide conservant sensiblement la 
méoie position pendant la durée extrêmement courte des 
percussions, on n'a pas à se préoccuper du dernier terme 
des seconds membres qui est introduit précisément pai' la 
considération de la mobilité de ces axes pendant te cours 
du mouvement. Il suffît donc, pour avoir la valeur des vites- 
ses angulaires déterminées par les percussions , dlniégrer 
par rapport au temps, pendant la durée t des percussions, 
les équations suivantes : 

dans lesquelles X, Y, Z désignent, selon l'hypoîlièse, les 
composantes d'une force de percussion quelconque. L'îu- 
tégrale définie, pour le temps t, des premiers membres re- 
présentera, comme nous l'avons expliqué plus liant, les mo- 
ments des quantitét de mouvement par lesquelles les 
percussions sont assignées j et les trois relations ci-dessus, 
en appelant;), q, r les vitesses angulaires produites par les 
percussions, deviendront : 

[2* {xcosS — y TOS «) =Cr , 
(2) ( 2 * (ï cos a — j; cos y) ;= By , 

(zO (ycosy — aco8ê) = Ap . 
Les quantités entre parenthèses représentent les lon- 
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gncim de* perpendicnlaireaabïiss'îes de l'origine &ur les 

projections des forces de percus»on dans chacnn des plans. 
coordonnés, et, par suite, les premiers membres représen- 
teat les sommes des momenls des quantités de mouvcmeot 
qui asùgnentles percussions en projection sur chaque plan. 
Les valeurs de 71, f, r se IrouTent ainsi déterminées. 

Si toutes les percussions sont dirigr'es vers le centre de 
gravité, ou si les sommes de leurs moments sont nulles par 
rapport à ce centre, les premiers membres des équations 
5<Mit nuls ausù, et, conséqueroment, les valeurs de ji, 9, r se 
réduisent à zéro. Ainsi, dans ce cas, le solide ne UHimepas 
autour de son centre de gravité : il reçoit seulement une 
translation égale au déplacement de ce centre, tel qu'il est 
exprimé par les équations (1) ci-dessus. 

Si les directions des percussions étaient parallèles à l'un 
des plans coordonnés, à celui des xg par exemple, les mo- 
ments de leurs projections sur les plans des xz et des yz 
seraient nuls, et, par suite, ;> et 9 seraient égaux à zéro. La 
quantité entre parenthèses du premier membre de la pre- 
mière des équations (2) serait égale à a, en désignant ainsi 
- la plus courte distance entre l'axe des z et une percussion. 
La valeur de r prendrait alors la forme 

2*ff 



Ce résultat nous montre que lorsque les percussions sont 
parallèles an plan de deux des axes principaux du centre de 
gravité, le mobile reçoit une rotation amour du troisième 
axe seulement, et cette rotation est mesurée par le rapport 
du moment des percussions au moment d'inertie relatif à 
cet axe. 

Quant à la suite du mouvement. qui succède aux percus- 
sions, il est déterminé, je le répète, par les 3 équations (1) 
du n' 205. 
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307.— Les mouvements dnsà des percusioiM on qui, lyut 
commencé sons l'inOneoce de canses qnelconqnes, se coati- 
nnent -ensuite d'eux-mêmes sans l'inlM^enl'ioo de forces id • 
térienres, se présentent très -fréquemment dans la nature. 
NMre globe terrestre , par exemple, tourne sur lui-mé«e 
en vertu d'une cause inconnue qui, aujourd'hui, n'agît plut 
sur lui. Les observations les plus exactes ont montré, en ef- 
fet, que la rotation de la terre se poursuit iadéfiniment d'une 
manière conforme aux formules (1) du n* 205, ce qui établit 
péremptoirement que les sommes des moments des foi-ces qui 
agissent sur elle sont nulles, circonstance qni peut tenir soit 
à ce que ces forces sont nulles elfes-mémes, soit à ce qu'elles 
sont parallèles et proportionnelles aux masses des diverses 
particules , auquel cas les sommes de leurs moments sont 
nulles par rapport à des plans coordonnés menés au centre 
de gravité. C'est cette dernière hypothèse qui convient, 
puisque le centre de gravité de la terre n'a pas un mouve- 
ment nul ou uniforme, mais obéit aux formules (l) du 
n* 202. Ainsi, la cause première de la rotation terrestre a 
maintenant disparu. 

Tous lescon>s qui sontlaocés autour de nous, par exemple, 
les boulets qui s'échappent des canons, les pierres des 
frondes, etc. , ne sont plus soumis pendant leur mouvement 
(abstraction faite de U résistance de l'air) qu'à la seule force 
de la pesanteur. Or, celle-ci est telle que la somme des mo- 
ments des poids de toutes les particules, par rapport à un 
plan quelconque passant par le centre de gravité, est inva- 
riablement nulle. Le mouvement de ces projectiles a donc 
toujours lieu en conformité des formules précitées. 

A ces divers cas et h bien d'autres encoie on peut sans 
aucune difficulté appliquer tantes les déductions, analyti- 
ques ou géométriques, que nous avons présentées, notam- 
menl dans le n" 305, 

208, — Il parait inutile de reproduire ici les diverses con- 
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séquences que fournisseut, pour les systèmes quelconques, 
les équations générales du mouvement. Ainsi que nous l'a- 
vons dit au commencement de ce cha)jili'e, elles sont immé- 
diatement applicables aux solides comme à tous les autres 
systèmes géométiiques qu'il plairait de considérer. La seule 
observation spéciale qui mérite d'être mentionnée est rela- 
tive à l'expression du travail et de la force vive. 



!V*Nvelle f«i^e dannée *■ lr«v*ll et à la f«r«e 
vive daas le«t 8«IMes gésaélrIqNea. 

Conlinnons, comme précédemment, à mener par le centre 
de gravité du solide trois axes rectangulaires mobiles, cons- 
tamment parallèles aux axes de coordonnées fixes, et entraî- 
nés dans le mouvement de ce centre. Si l'on désigne par 
a", y, s les coordonnées d'un point quelconque, ;par rapport 
anx axes fixes, par x', y,, zt ses coordonnées relatives, et 
paraT,,y„ z, les coordonnées du (entre de gravité, on aura ; 

a; = X, -t- a:, , y = y, -|- y, , z = î, -|- 2, ; 



A, rf. '"• Al ' 



di"^ di ' dt di'^ iit ' 



et, par suite, la force vive du point considéré sera égale à sa 
demi-masse mnilipliée par la ^omme des can'és des se- 
conds membres, c'est-à-dire multipliée par 

(^, d*, rfy, dy, dz^ dzA 
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Si l'on ajoute les quaaiités analogues, relatives aux di- 
vers points, on aura la force vive totale dn solide. Les trois 
premiers termes seront égaux à la demi-masse totale mul- 
tipliée par le carré de la vitesse du centre de gravité. Les 
Irois termes suivjnts repn'seoteront la fui'ce vivedans le mou- 
vement relatif ou dans la rotation autour du centre de gra- 
vité. Les autres termes seront nuls : en effet, si l'on prend 

... V dXi dx .. d^i . . . 

celui-ci, Im-^- -T-y on pourra mettre -^ hors du signe 

If ce qui donnera riT^^-j-f i quantité évidemment nulle 



d'après les propriétés connues du centre de gravité. Si donc 
on désigne par V, la vitesse de ce centre, par ^ la vitesse 
angulaire du point m autour de l'axe instantané, et par r sa 
distance à cet axe, de sorie que 1^ st-ra la vitesse relative 
du point m, l'expression de la force vive toia'e du solide 
pourra se mettre sous la forme : 

(1) l\ mV = { MVj + iii*2»ir». 

Cette force vive totale est ainsi décomposée en deux au- 
tres ; l'une qui est celle dont serait animé le solide s'il était 
condensé à son centre de gravité, l'autre qui provient de sa 
rotation autour de ce centre. 

D'un autre cûté, le travail élémeiilaJre absolu d'une iorve 
est égala P(2fcos(P,(£j), di représentant le déplacement ab- 
solu : mais, si dt, désigne un déplacement égal à la transla- 
tion du coitre de gravité, et d», le déplacement relatif dA à 
la rotation, on a 

ds cos (P, dï) = ((j, coe (P, rf»,) -|- dir cos (P, di,) ; 

et par suite : 

(2) 2P<facos(P,rfj) = 2P<ù,cos{P,rfj,)4-2Prfï,co8(e,di,)i 

ce qui montre que le travail est décomposé en deux antres : 
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I'«n qui est cdui qu'effccLueraii la force si elle était appli- 
quée direclement an centre de gravité ; l'autre qu'elle effec- 
tuerait au poiut où elle est l'éeUeoient appliquée, si le cen- 
tre de gravité était fixe. Les intégrales de ces deux travaus 
élémeoUiires sout d'ailleurs égales, chacune à cbacune, ans 
deux forces vives partielles distinguées plus haut, c'est-à- 
dire qu'on a séfriiréinent : 



(3) 



2/*P<fc, Cos(P,(fa.} = îHVj; 
2 fpdsr cos (P, tfaj = i iî' 2mr» . 



Ces relations, évidentes du reste à la première inspection, 
auraient pu se déduire du tbéorèreie général des forces vives 
dans le mouvement relatif, du n" 171. On sait, en effet, que 
cette force vive, c'est-à-dire -ll'Smr'est égale an travail 
des forces réelles et fictives estimé dans le mouvement 
relatif. Le travail des forces fictives est représenté par 
— 2PeV^/co8(-P,, V,), P. étant la force d'entraînement en 
chaque point. Or, décomposons la force P, en deux, l'une pa- 
rallèle à l'axe instantané, l'autre dans le plan de la rotation. 
Tontes les premières composantes, étant perpendiculaires 
aux lignes décrites dans la rotation ou aux déplacements re- 
latifs, donnent des travaux élémentaires nuls. Quant aux se- 
condes, situées dans le plan de la rotation, elles «ont paral- 
lèles entre elles, puisque toutes les forces d'entraînement 
sont elles-mêmes parallèles. Si donc, par l'axe inslaniané, 
on mène nu plan parallèle à leur direction commnne, il est 
visible, en vertu de la rotation, que tous les points situés 
d'un côté du plan dénieront des travaux positifs, et tous les 
points situés de l'autre ciité, des travaux négatifs. Mais, ce 
plan passant par le centre de gravité et par suite étant un 
plan HK^en, on reconnaît aisément que la première somme 
est égale à la seconde. La deuxième des relations (3) se 
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trouve ainsi démonirée : la première en découle alors nata- 
rellemeiit. 

209. — Les retalions qni précèdent répondent à un ap- 
parent paradoxe qui se présente quelquefois à l'esprit des 
personnes peu Eumiliarisées avec Ui iBécaoiqne. On s'étonne 
qu'une force agissant sur un corps pendant on temps délei^ 
miné comniunique des forces vives différentes selon qa'cHe 
est ai^liquée sur un point ou su- m Mrire. Si eUe agît «■ 
centre de gravité, par exemple, e41e communique la foroc 
vive ï-MV,', eisi die agit en tout antre point,. elle comiMi- 
nique ua supptém^t de force vive représentée par i ïl'Imr*. 
Pour la quantité de moumnent, la même diSiculté n'existe 
pas, parce qu'on voit très-bien que les vitesses supplémen- 
taires des divers poinls étani, les unes positives, les autres 
négatives, il y a destruction dans la somme, de sorte que i» 
quantité totale de mouvement du corps ne change pas avec 
la position du point d'a^^licatii». Dans les forces vives, an 
contraire, tous les termes s'ajoutent cooMue «ssentieHemeM 
posilifs. il semble donc qu'il y aurait avaatage, au point de 
vue de la force vive à obtenir, et par suite aussi as peiM 
de vue du travail à régénérer, à faire agir la force sur un 
point ausù éàei^aé que possible du centre de gravité. Mais 
ce n'est là qu'une illusion de l'écrit. Il iest bien vi^i ipie, 
dans ce cas, la force vive incorporée aogmente, mais ce n'e« 
qu'au prix du travail dépensé lui-même. Car nous voyons 
qu'alOTS ie pMM d'application de la force effectue «n plus 
graad parcours, égal k celui qu'elle aurait eu au centre ée 
gravité, coiBbiBé avec celui de la rotation. Le travail em- 
ployé augmente ainsi enpropwlion de la force vive obte- 
nue, M, par suite, en proportion du travail niiàieur que 
cette force vive serait capable de régénérer. Ce qui serait 
donc an benêfioe dans le résultat se résond en déptnt» 
égale dans le moyea. 
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Cas i^rilealler de ré«|iilllbre. 

310. — D'après la définiUon de l'oquilibre, le& forces ap> 
pliqaées au solide doivent être l«lles que l'état de repos ou 
de mouvement ne soit pas changé si l'on vient ù les suppri- 
mer. Toutes les coordonnées des points devant garder les 
mêmes valeurs, avec ou sans la préseuce des Torces, on 
aura , pour esprimer les conditions d'équilibre , les six 
relations suivantes, obtenues en égalant à zéro les premiers 
membres des six équations du mouvement : 

(1) 2X = o , 2Y = o , 2Z = o ; 

(2) 5{YaT-Xy) = o, l{\z — Zx) = o, 2(Zj — ïz)=o. 

Elles expriment que, pour que des forces appliquées h un 
solide se Tasseut équilibre, il fUut : 

1* Que les sommes algébriques de leurs composantes sui- 
vant trois axes soient nulles; 

3° Que les sommes algébriques des moments de leurs pro- 
jections sur trois plans soient pareillement nulles. 

Les trois axes choisis pour la décomposition peuvent d'ail- 
leurs être placés en un lieu quelconque; car rien n'a été ja- 
mais spécifié sur l'origine des coordonnées, dont le choix 
est demeuré entièrement arbitraire. Si l'origine des axes est 
supposée placée au centre de gravité, les six conditions 
pi-écédentes prennent une signification très-nette : les trois 
premières indiquent que les forces sont sans influence sur 
la translation du centre de gravité, et les trois dernières 
qu'elles n'inlluent pas davantage sur la rotation autour de 
ce centre. On sait, en elTet, qne ta translation ne dép^id que 
de la valeur des composantes des forces, et la rotation qne 
de leurs moments. Si l'origine est placée en tout autre point 
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du solide l'ensemble des six équations précédentes exprime 
bien encore que la translation du point choisi et la rotation 
autour de ce centre ne sont pas influencées par les forces, 
mais ce ne sont plus les trois premières senles qui expri- 
ment ce qui concerne la translation, et les trois autres ce 
qui concerne la rotation. Car on suit que pour tout point, 
hormis le centre de gravité , les équations du mouvement 
d'entmlnement et du mouvement relatif dépendent les unes 
des autres. 

Lorsque les forces sont en équilibre, le solide n'est pas 
nécessairement eu repos, mais il peut, au contraire, avoir 
un mouvement très-varié, qui s'effectue en conformité de la 
tbéorie exposée au n* 305. Mais s'il est en repos avant l'in- 
troduction du groupe de forces en équilibre, il demeul'era 
encore en repos après. 

Les conditions d'équilibre des percussions ou des forces 
instantanées sont évidemment les mêmes, car il faut tou- 
jours égaler à zéro les premiers membres de leurs six équa- 
tions du mouvement ; ce qui revient à exprimer que, pour 
que des percussions se fassent équilibre sur un solide, il faut : 

1' Que les sommes algébriques des composantes, suivant 
trois axes, des quantités de mouvement qui les représentent, 
soient nulles ; 

2° Que les sommes algébriques des moments des projec- 
tions de ces mêmes quantités de mouvement soient pareille- 
ment nulles. 

3H. — Les conditions d'équitalenee de deux groupes 
quelconques de forces appliquées à un solide se déduisent 
aisément de ce qui précède. Il suffit, en effet, d'exprimer^ 
en vertu de la proposition du n" 122, que les forces de l'un 
des groupes, combinées avec celles de l'autre prises en sens 
contraire, doivent être en équilibre. 

Si donc nous désignons par X, Y, Z, x, y, x les forces et 
les coordonnées relatives à l'un des groupes, el par X,, Y,, Z,, 
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S,, yi, z, celles qui se ra^^rteRt à l'autre groupe, les six 
équatioDS d'équivaleoce seront les suivantes : 

(1) 2X— 2X. = o, 2Y — 2Y, = o, 2Z — 2Z,= o; 

!l{Yx—\y) —1{\^x^ — X,y,)=0, 
Kliz — Zx) — Z(X,2, — Z,Jî^) = o, 
2 (Zy — Yz) — 2{Z, y, — y, z,) = o . 

Ces équatioQS bous permelteot de déduire uue consé- 
queuce importante. Oo se rappelle qu'il a été déraontré 
(b° 137) que le groupe de forces insualanées capable de 
réduire au repos uu système matériel quelconque, que ne 
sollicite plm aucune force extérieure , donne lieu à des 
sommes de moments con&lanies dans chaque plaa coor- 
donné. Comme les sommes des composantes suivant les axes 
sont également constantes, il en résulte que, si l'on consi- 
dère uu système solide, le groupe de forces en question, à 
une époque quelconque du mouvement, est équivalent au 
groupe d'une toute autre époque, puisque les six équations 
d'équivalence se trouvent saiis&ites. Ainsi, le même groupe 
est capable, à tout moment, de ramener le système solide au 
repos , quelles que soient les positions et les vitesses des 
divers points â l'instant considéré. De là on peut généra- 
liser et dire que si un système quelconque en mouvement, 
sur lequel ne s'exerce aucune force extérieure, vient tout à 
coup à être solidifié, ce système pourra toujours être ramené 
au repos par le même groupe de forces insfôntanées. 
• Cette remarque s'applique évidemment au système du 
monde lui-même : car le groupe de forces auquel correspond 
sa quantité actuelle de mouvement ne varie jamais. 

313. — La question la pins intéressante qui se |»ésenle 
en matière d'équivalence est de chercher le groupe équi- 
valent le plus simple possible, et spécialement d'examiner si 
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une foi'ce unique pourrait, duns tous les cas, remplacer an 
groupe donné. 

Lorsqu'il' s'agit de forces appliquées ù un point unique, 
on sait que leur réduction à une seule est toujours possible, 
et que c'est cette résultante qu'on a généralement en vue 
quand on se propose de trouver les forces capables d'un 
mouvement déterminé. On sait aussi que, quel que soit le • 
système et le mouvetneni considérés, la recherche des forces 
comporte nécessairement une infinité de solutions, et que, 
dans de semblables questions, c'est, ù moins de stipulation 
contraire, le groupe le plus simple qu'il faut trouver. Il est 
donc conforme à l'esprit général du problème mécanique de 
déterminer, en ce qui concerne les solides, le moindre nom- 
bre possible de forces susceptibles de remplacer un groupe 
quelconque. 

1° Une seule force est-elle équivalente à un groupe quel- 
conque, on, en d'autres termes, y a-t-îl toujours une résul- 
tante unique? 

A priori, il est évident que non. 

£n effet, pour qu'une seule force pût re'mplacer toutes les 
autres, il faudrait que les six équations d'équivalence ci-des- 
sus pussent être satisfaites par des valeurs convenables de 
la force unique, ce qui exigerait qu'on disposât de six él'é- 
meuts distincts. Or, dans les solides géométriques, l'intro- 
duction d'une force ne correspond qu'à cinq quantités arbi- 
traires, savoir : les intensités de ses trois composantes, et deux 
des coordonnées de son point d'application. Je dis deux coor- 
données seulement et non pas trois , parce que , sur un 
solide, une force peut être appliquée en un point quelconque 
de sa direction , en sorte que l'une des trois coordonnées doit 
rester arbitraire, et qu'on n'a pas le droit de disposer de sa 
valeur pour les besoins de la solution. Cette circonstance ne 
se presente pas dans les systèmes généraux, où tous les 
points de la direction de la force ne sont pas invariable- 
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meut unie, par suite même de la coiistitutioB du sysléme, 
avec le point de l'upplication directe. Il demeore donc ac- 
quis qu'en inlroduisaut une seule force ou ne disposera que 
des trois composantes X, , Y, , Z, , ei de deux des cooi-don- 
nées, par exemple, x„ y,. Les équations d'équivalence de- 
Traient être satisfaites indépendamment de z,. 

Il est visible que les trois premières relations pourront 
être vérifiées, puisqu'elles ne contieDoeot que les trois com- 
posantes X„ Y,, Z,. C'est euue les trois autres, qui contien- 
nent les coordonnées, que llmpossibilîté se manifestera, 
sous forme d'une équation de condition, à laquelle devraient 
satisfïiire à priori les forces du groupe donné, pour être 
susceptibles d'une résultante unique. Un obtiendi-a cette 
condition en éliminant deux des coordonnées x, et y, , et ex- 
primant que l'éqnaiion Anafe, qni contient z,, est véiifléc, 
quelle que sort la valeur de z^. 

Posons donc les équations d'équivalence, dans l'hypothèse 
d'tne résultante unique. 

Lea équations (l)ci<dessus donneront d'abord, pour les 
intensités des ti-ois. composantes : 

X, = XX , Y, = 2Y , Z, = 2Z . 

Portons ces valeurs dans les équations (3), qui devien- 
dront: 

2(Yaî — Xy) — aj,2Y H- y,2X = o , 
2(Xz— Zx) — r,2X-|-a;,2Z=o, 
2(Zy — Yz) — y,2Z + 2,2Y =o. 

Eliminons x, et y, entre ces relations. L'opération s'effec- 
tuera très-simplement eu les multipliant respectivement par 
2Z, 2Y, 2X, et ajoutant. Tous les termes affectes des coor- 
données de la résultante disparaissent et l'équation de con- 
dition est dès lors la suivante : 
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(S) IZ . H\x — \y) -t- 1\ . XÇKz — Zx) -i- 
■+ 2X. 2(Zy — Y2) = o. 

Celte reiuLioii est susceptible d'une interprétation géo- 
métrique. 

En effet, la résultante uniqne forme avec les axes des aii~ 
gles dont les cosinus sont proportionnels anx valeurs de 
ses trois composantes IX, 2¥, 2Z suivant les mêmes axes. 
La relation exprime donc, d'après les théorèmes connus de 
la géométrie, que la résultante en question est parallèle à 
uu plan qui ferait avec les phos coordonnés des angles 
dont les cosinus seraieijt proportionnels anx sommes des 
momeuts des forces projetées sur les mômes plans. 

Mais si le groupe des forces nc^ut pas être réduit à une 
seule, il est visible qu'on pourra toujours le ramener à 
deux, et même d'une infinité de manières. Car les coordon- 
nées des points d'application de ces deux forces foumii'ont 
quatre quantités dont on pourra disposer pour satisfaire aux 
trois i-elations (2), ce qui sera surabondant. Quant à l'in- 
teusité de ces deux mêmes forces, on ne la connaîtra pas sé- 
jparément pour chacune d'elles ■ on u'aura que la somme de 
leurs deux grandeurs, qui sera déterminée par les trois rela- 
tions (1). 

213. — Lorsque toutes les forces soûl situées dans le 
même plan, te nombre des équations d'équilibre ou d'équi- 
valence se simplifie naturellement. Si nous prenons ce plan 
pour plan des xy, par exemple^ il faudra, dans les formules 
générales, supposer Zs=o, z = o, en sorte qu'on n'aura 
plus que tes trois équations suivantes : 

(1) 2X = o, 2Y = o, 

(2) 2CT*-Xy) = o. 

qui expriment que les sommes des composantes suivant 
deux axes situés dans le plan des forces, et lu somme de 
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leurs momeals par rapport à rorigine de e«a axe&, wDt sé- 
parément nulles. 

Lorsqu'il n'y a pas équilibre, il y a évidemment une résul- 
tante unique, car l'équation de condition (3) du numéro 
précédent est identiquement vérifiée par l'hypothèse de 
Za=o, z'=e. Quant an point d'application de cette résul- 
tante, il ne dépend que de la seule équation 

ce qui le laisse indéterminé : résultat conrorme à ce que 
nous avons dit à ce sujet d'une manière générale : en effet, 
la position de ce point est quelconque sur la direction de la 
résultante- 

915. — F«FeeB parxIMes. — Lorsque tontes les forces 
appliquées au solide ont une direction commune, le nombre 
des éqtiaîions se simplifie également. 

Prenons cette direction pour axe de» Z. Il (ïiaib'a, dans 
les formules générales, supposer X = o, Y= o, Z =: o. 
Bien n'empêche, en effet, d'admettre que toutes les forces 
sont appliquées aux points mêmes où les lignes suivant les- 
quels elles agissent rencontrent le plan des sy. Les équa- 
tions deviennent alors : 

2Z = o, 
lZ3i = o, 2Zy = 0; 

ce qui signifie que la somme algébrique des fo«ces doit éti>e 
nulle, ainsi que les sommes de leurs manents suivant dem 
plans parallèles à la direction commune.. 

A défaut d'équilibre, il y a une résiliante unique, qui ert 
déterminée par les valeurs suivantes : 

(1) Z,=1Z, 

... llx 2Zy 

ce qui nous montre : 
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1° Que l'iateasité de la résultaMte aiiiqBc est égaW à la 
seouite algébciqne de l;oiite& Les forces parallèles ^pliquées 
u« »otiâe, ou, ee ^i refleat au mém, égale à ta ^Séweace 
entre la sodRe des Ibtoes qui agisseut âam vm sens et la 
somne de ceUes qui agissent rm ses» ctmtEaùe ; 3° q«e le 
peiat oà sa dûectioit coupe le plaa peipcndùnifeiire à la «li- 
vection eooiittuae se déternûiie es dWîsant la sooiiie de& 
momeots par la somme des cooiposantes retatires à desx 
Qxee qarLcsQqnes tracés dans ce plan ; on, en d'aMrtres ter- 
saies, que le moment de la résri^Me, suTaat deux ptam 
queLeoAqttes parallèles à la dâne^tiaii deft forces,' éscégal à 
la soanneaigébriqae des ««ments des eooiposanCes suivast 
les néibes plans. 

Au sufet des ntomenti des Garées paraUèles, on adopte 
ordinairenent une aiitFe locutioni. Oaappelte)fUHiMAt(/'t«M« 
fbree foar- rapport à wa plan parallèia à ta éirtetion le 
produit de cette force par sa distance au pkm. Ainsi le mè- 
nent la, par exemple, qui figure dans les relation» ci-des- 
sos, et que nous considérions' comme- le oioneot, par m^ 
port à Forigine ,' de la force en projeedon d&ns le pl^u des 
ZM-, s'appellera miom^nt de la force par rapport am plan 
des zy, puisque x désigne la distaoce de la forée au pISB 
zy qoi lui est parallèle. D'après celte nouvelle dëfioitiion, 
les Kelation& qu'on a étabHes préeédenuneni seront sus- 
ceptibles d'un énoncé diflërent. Les. équations (2) , par 
ex»i^ , eiprimeroiU que le moment de k» résultante 
est égal à la somme algébrique de» moments des compo- 
santes, par rapport à chacim des deux plans paraUètes, 
et , par conséquent , par rapport à no plan par^lèle quel- 



Conêêquenae. — GoBsidérons un solide formé d^nn Bom- 
bre quelconque de points matériels invariablement unis. 
Sup^OMOS qu'à tous ces points soient appliquées des flirces 
parallèles p, p', p",-.. de grandeurs tout à £aU arbitraires. 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



iO LIVRE V. — SOLIDES GËOMÈTHIQUES. 

Rien n'empêchera de déiemiiner, parallèlement Jt la direc- 
lion de ces forces, un plan moyen de» mementi det for~ 
eei, absolument comme or détermine nn plan moyen des 
moments des masses au n* ISA. Actuellemenl^i toutes ces 
forces viennent h recevoir une autre direction, sans cesser 
d'ailleurs d'être parallèles entre elles et en conservant lenr& 
mêmes grandeurs, on pourra déterminer un autre plan 
moyeu parallèle ù cette nouvelle dîreirtion } et ainsi de suite. 
En répétant la même démonstration qu'au numéro prëdlé, 
on verrait que tous ces plans moyens se coupent en un 
même point, qui est conséquemment tel que, si l'on mène un 
plan quelconque par ce point et qu'on applique aux divers 
points du solide des forces parallèles p, p, p",-, la somme 
algébrique des moments de toutes ces forces par rapport an 
plan est égale à zéro. En reproduisant toujours la même sé- 
rie de raisonnements, on verrait que, pour tout antre plan 
parallèle ne passant pas par le centre ainsi déterminé, la 
somme des moments de toutes les forces parallèlts est égale 
à la somme des forces j> •|~p'+p"+.>. multipliée par la 
distance du centre à ce plan. Or on a vu plus haut que c'é- 
tait là la propriété de la résultante. Donc on peut être as- 
suré que la résultante passe par le centre. Et, comme cela a 
tien quelle que soit la direction commune des forces appli- 
quées, on en conclut que le centre des moments des forces 
parallèles est le point par lequel passe constamment la ré- 
sultante des forces. C'est pourquoi on lui a donné le nom de 
centre det foreei parallèlea , expression qui ^gnifie qu'il 
est le centre d'application de la résultante des forces paral- 
lèles, quelle qu'en soit la direction. 

Si toute8lesforcfSj>,p',;>" venaient à l'ecevoir des gran- 
deurs différentes, tout en conservant leurs rapports mutuels, 
il est visible que la position du centre ne changerait pas. 

Si l'on suppose que les forees soient precisément propor- 
tionnelles aux masses des divers points où elles sont api^i- 
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qnées, le centre de» forces parallèle» se confondra avec le 
centre de» moment» de» maties ou le centre de gravité, 
tel qu'il a été spécifié au d* 195. Ou peut donc définir le 
centre de gravité ua point tel que, si le corps considéré 
était solide géométrique, il servirait de point d'application 
à la résallanle de toutes les actions de la gravité. 

Il resalte de là que lu pesanteur, dans les corps solides, 
peut toujours être remplacée par une force unique agï»- 
sant au centre de gravité ; ce qui moiiu-e bien poui'qiioî elle 
u'a point (l'inilueDce sur leur mouvement de rotation, comme 
les formules analytiques des numéros précédents nous l'a- 
valent d'ailleurs appi-is. 

215. — La propriété que nous veDons de reconnaître 
pour le centre des forces parallèles, relativement aux som- 
mes des moments de la résultante, va nousfoumirnn moyen 
de déterminer la position de la résultante, de même qu'au 
n° 1S6 nous déterminions le centre de gravité. Nous ramè- 
nerons également cette recherche à une succession de com- 
positions binaires. 

l' Soient les deux forces P et P", dont il s'agit de trouver 
la résultante en grandeur et en position. 

Nous savons immé.liale- 

ment que la résultante sera 

rontenue dans leur plan. Il 

suffit de trouver sa distance 

' à ces forces. 

Soit OX une ligne quel- 
conque perpendiculaire à la 
direction commune, et cou- 
pant P et P* en A et B. Soit 
K la résultante cherchée et 
e ligne OX. 



P' 



Flj. S4. 

C le point oii sa direction est coupée par la n 

Ce point C est déterminé par la condition que la somme 
algébrique des deux momeols de P et P' (lesquels sont de 
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signes contraires^, par rapport à un plan mené tav C R per- 
pendiculairement h celui de la figure, soit égaie ù léro. Ces 
momenis sont égaux respectivement à P.ACet P'.CB. Re- 
présentons A B par a, AC par «, on aura : 



Px = P' {a 



-«); 






c'est-à-dire qne le point C partage la distance A B âes deul 
forces en longnenrs inversement proportionnelles aux inten- 
sités de ces forces. 

Qnant à la grandeur de la résultante, on sait qu'elle est 
égaleàP+P. 

Si la force P est dirigée en sens contraire âe la force P', la 

. Si P eu moindre ea 



Taleur absolue que P", cette 
quantité est positive et plus 
grande que a. L'intensité 
. de R est d'ailleurs égale h 
- P' — P. Cela nous montre 
que la résultante est égale à 
ta différeocedes deuxforces, 
qu'elle agit dans le sens de 
la plus grande, et qu'elle est 
située hors de l'intervalle 
qui les sépare et du câté de la plus grande, à une distance 
qui augmente k mesure que la différence des deux forces 
diminue de plus en plus. Elle occupe donc la position CR de 
la figure ci-contre. Du reste , en appliquant la formule des 
moments à la présente consiruction , on retrouverait sans 
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dificullé Ja valeur ~ 
Coméquenoe. Supposons que P, agiss«nt en sens cob- 
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iraire de P' et moindre en valeur absolue que celle-oi, Mig- 
mente du plus en plus et se rapproche iDdé&oimeot de P*. 
L'intensité de la résHltanle P' — P tendra iDdéftHlment vers 
zéro, et eo même temps sa posUiou C R s'éloignera à l'inABi 
du point A, puisque la distance x est toujours représentée 

paripr— t,. A la limite, c'em-b-dire quand les éemi fiirces 

seront égales, on voit que U grandeur de la résultante sera 
nulle'jèt placée à une distance infinie : ce qui nous moutre 
que , dans ce cas , il n'y a pas de force unique qui soît 
équivalente exactement aHX deux Turces données. C'est ce 
dont il est lacile de se rendre c<Hnpte à priori. En effet, les 
deux forces étant é^^les et de sens contraires, les sommes 
algébriques de leurs composantes suivant trois axes sont 
nulles : par conséquent ie centre de gravité est iaunoUle. 
Donc, déjà, une force unique ne peut remplacer les deux 
forces, car cette force unique mouvrait inévitablement le 
centre de gravité. Mais, d'ailleurs on ne peut pa» dire que 
les deux forces en question se font é^iaiBbee, car, si l'on 
place, par exemple, l'origine dei coordonnées au centre de 
gravité, et si l'on prend l'axe des z parallèle aux deux forces 
et le plan des xx parallèle à leur plan, on voit que les aaa- 
meots sont wàs dans les plans des xy et des yx, mais que 
dans le plan des xz la somme alg^rique des deux moments 
09 la diflërence de leurs valeurs absolues est égale à Pa, eo 
représentant toujours par a la distance eotre les deux forces 
données. Le solide doit doue commencer à tourner autour 
de l'axe des y, ainsi que le montre la seconde des rela- 
tions (1) du n" 2d&, laquelle, à l'origine du mouvement, où 
p, q, r sont nuls, prend, dans le cas actuel, la forme 

2* SupposcHiB mainlenuit qu'on cberdte la résuliaite, de 
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trois Torces parallètes, et en général d'uo nombre quel- 
conque de forces. 

On cbercbera d'abord la résultante de deux d'entre elles, 
pais on composera cette résultante avec la troisième, puis 
avec la quatrième ; et ainsi de suite. Si, parmi les forces, les 
nnes sont positives, les autres négatives, on pourra chercher 
d'abord la résultante de toutes celles qui agissent dans uu 
sens, et ensuite la résultante de toutes celles qui agissent 
en sens contraire. La composition de ces deux résultantes 
partielles fournira la lésullante totale, à moins qu'elles ne 
se trouvent dans les cas particuliers ci-dessus, c'esi-à-dire 
à moins qu'elles ne soient égales en valeur absolue. 

SI 6. — RcHarqMC gèmérmlt «nr l« «•■■p*slli«M 4e 
t*nlM Im forces à'un solide. — Les théories qui précè- 
dent permettent de voir nettement pourquoi tontes les forces 
qui agissent sur un solide sont tonjoui-s susceptibles de se 
réduire k deux, et pourquoi elles ne peuvent pas générale- 
ment se réduire à une seule. 

En effet, imaginons qu'on fasse passer dans le solide un 
plan quelconque, et que toutes les forces soient appliquées 
aux points où les prolongements de leurs directions ren- 
conlrcnl ce plan. Chaque foixe pourra être remplacée par 
deux antres, l'une parallèle à une dii'eclion déterminée, 
par exemple perpendiculaire an plan, l'autre située dans ce 
plan lui-même. Toutes les forces perpendiculaires auront 
une résultante unique, d'après ce qu'on a vu sur les forces 
parallèles ; toutes les autres aurant également une résul- 
tante unique, puisqu'elles sont situées dans le plan. Ces 
deux résultantes , n'étant généralement pas contenues dans 
un même plan, ne se réduiront pas à une seule. 

On voit en même temps que cette réduction peut se faire 
d'une infinité de manières : car lo plan choisi et la direc- 
tion commune sont entièrement arbiti'aircs. 

917. — Cette théorie sur réqiEÏlibre et l'équivalence des 
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forces appliquées à un système de forme invariable, consti- 
tue, avec la composition des forces concouraoïcs on appli- 
quées à un point nuique, ce qu'on est convenu de no nmer 
la Statique élémentaire. 

Ainsi qac nous l'avons dit dans noire premier livre et dans 
la cinquième proposition du second, on établit ordinaire- 
ment ces théorèmes d'une manière directe, et sans faire in- 
tervenir les notions de la dynamique. En ce qui concerne 
les forces concourantes, on rencontre un obstacle fonda- 
mental, provenant de l'invalidité des moyens purement lo- 
giques, et l'on est conduit à une pétition de principes mani- 
feste. Ce premier Inconvénient accepté, on peu! , à la vérité, 
sans nouvel écueil de ce genre, démontrer la composition et 
l'équilibre des forces parallèles, et ensuite des forces quel- 
conques. On conçoit, en efftt, qu'il est très-aisé de passer 
d(i cas de den\ forces qui se coupent au cas où leur angle 
diminue de plus en plus. Une fotde de méiliodes ont été 
employées dans ce but, qui sont inattaquables an point de 
vue de la rigueur du raisonnement. Mais on se trouve en 
présence d'un inconvénient considérable, qui est de n'avoir 
aucune idée du geni'e d'effet que les forces qu'en étudie ainsi 
peuvent avuir sur les corps auxquels on les suppose appli- 
quées. Quand on considère, par exemple, le cas particulier 
de deux forces parallèles, égales et de sens contraires, on ne 
peut nullement se rendre compte de la rotation, saus trans- 
lation, qu'elles' déterminent. Bien pins, l'ensemble de la 
théorie des couplet, qui est en grande partie cause du main- 
tien de la statique comme science directe, n'a elle-même 
toute sa portée et ne jette sa complète lumière sur la méca- 
nique qu'autant qu'elle a été précédée de l'étude générale du 
mouvement. C'est ce que nous niconoaitruns aisément dans 
un prochain chapitre. 
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CHAPITRE II. 



UfiCAKlQUE M» SOUDES GËOHËTRIQUES ASSUJETTIS A DES 
UAISONS, 



^lanl donnéei dei forcet qvekongvts qvi lollieitt»! un lolidi fitmi- 
trique attujetti à eertaintt Uaitont, déterminer it mûuvemtnt de tt 

tùMe ; 



Étant connu le mouvMMUl i» toUàe, trouver Itt forett qui p«ttTrëi*^t 
U fToduire. 



Parmi loHs les problèmes que nons pourtions nous pro- 
pûser sur le movvemeat d'aa solide géométrîqtie assujetti i 
certaîaes liaisons, nous examinerons les suivants, qni sont 
les plus importants : 

1* Le solide est assujetti à tourner autour d'un point fise ; 

S" Il (ONrne autour de deux i>oints fixes, ou, ce qui re- 
vient au même, autour de la ligne invariable qui les joint; 

3° Il s'appuie par un ou plusieurs points sur une surface 
de forme invariable. 
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MvHvement Aalonr d'an p«Inl fixe. 

218. — Ce cas ne pré&ente aucune difficullé et ne donne 
lieu à aucune considératioii nonveile, après ce qui a éië d^ 
dit au sujet de la routiim ^wniasée autour du centre é# 
gravil^. On sait, en effet, que, l(H%qu'oD établit les équations 
du mouvemuit relatif, par rapport à un point quelconque 
du solide où l'on suppose placés les axes de coordonné*» 
mobiles, on a d«s termes dus à la force d'entratuement des 
divers poiots, termes qui disparaissent dès que le point 
choisi pour origine des axes mobiles est iovariableuienl fixé. 

Les équations prennent alors identiquement la même foraie 
que celles qui concenieut la rotation autour du centre de - 
gravité, lorsque le solide est entièrement libre dans l'espace. 
Du reste, il est facile de se convaincre directemenl que, si 
l'on reprend toute la série des raisonnements présentés aux 
n°' 202 et suivants, on peut continner à les appliquer inté- 
gralement à un point quelconque supposé fixe, au lieu du 
centre de gravité, pourvu que, dans le discours, on ^>écite 
qu'il s'agit actuelleœentdes axes et des moments principaux 
relatifs au point fixe, ainsi que des vitesses angulaires 
autour de ces axes et de l'ellipsoïde central formé pour ce 
même point. Si l'on a soin de donner cette signification aux 
quantités qui figurent dans les équations (1) du n' 20â, 
celles-ci peuvent être maintenues pour exprimer le nu»v9- 
ment autour du point fixe. 

On voit ainsi que si un solide assujetti ù une semblable 
liaison a reçu un mouvement quelconque, par suite de forces 
continues ou de percussions, il continue indéfiniment à 
tourner autour du point fixe suivant les lois qui ont été 
exposées, c'est-à-dire en entraînant l'ellipsoïde central de 
ce point, et le faisant ronler sans pisser sur un certain plan 
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déposition invariablo. On peut dii-e aussi que ce mouvemeul 
s'effectue en vertu du roulement d'un ceruin cdne, lié »a 
solide, sur un autre cône immobile dans l'espace, les deu\ 
canes ayant lettr sommet commun au point fixe. 

Équilibre. — Quant aus conditions d'équilibre, elles se 
réduisent évidemment à trois, qui consistent en ce que les 
sommes des moments des forces projetées dans les trois 
plans coordonnés menés par le point fixe doivent être sé- 
parément nulles. Les sommes des composantes de ces mêmes 
forces suivant les axes sont naturellement annulées par les 
composantes de la force indéterminée qui représente la ré- 
sistance indéfinie du point fixe suivant une direction quel- 
conque, résistance qui ne donne lieu à aucun terme dans les 
sommes des moments, puisque son propre moment , par 
rapport à l'origine des axes, est nécessairement nul. 

HoBvement autour d'an axe fixe. 

219. — On n'a plus, dans ce cas, qu'une seule ('quatîon 
de mouvement, puisqu'un seul déplacement est possible, 
savoir la rotation autour de l'axe qui , par sa fixité , oblige 
chaque point à décrire un arc de cercle d'un rayon constant. 

On peut prendre l'axe fixe pour l'un des axes de cowdon- 
nées, celui des z, par exemple. Alors, les composantes de 
toutes les forces appliquées au solide sont évidemment dé- 
iruiies par la résistance de l'axe fixe, dans le sens des x, 
des y et des z, ce qui fait disparaître les trois premières des 
&\\ équations générales du mouvement de tout solide. Deux 
des autres équations, renfermant les moments dans les plans 
des xz et des yz, disparaissent également par suite de la 
même résistance. Il ne reste que l'équation relative au plan 
des xy, perpendiculaire à l'axe fixe, parce que la résistance, 
quelle qu'elle soit, ne peut întrodnire aucun terme nouveau 
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dans la somme des moments pris pour ce plan. L'unique 
équation du luouYcmeni est donc : 

(1) 2(ï«-Xï) = 2m(^?i-|i,). 

On ponrrait, du reste, la déduire directement de l'équation 
générale des moments virtuels, sans recouiir :'■ \a connais- 
sance des six équations d'un solide libre. En effet, la rela- 
tiou des moments virtuels , 



exprime, comme on sait, que la somme *des moments des 
forces extérieures est égale à la somme 
des momentsdes forces conservées, pour 
tous les déplacements compatibles avec 
l'invariabilité du solide et les liaisons 
spéciales auxquelles il est assujetti. 
\___^M Soient A et Blés deux points fixes, M un 
<C!^;r]^X/ point quelconque du système et MM, 
^^^"^Mj un déplacement virtnei, tel par consé- 
quent que BM, = BM, AM, = AM. 
Le déptacement MM, est un- arc de 
cercle situé dans un plan perpendicu- 
laire à AB. Il en résulte d'abord que 9z 
est forcement nul, ce qui réduit l'équa- 
tion .générale ci-dessus à 

Traçons en plan, pour plus de facilité, la figure IMM, et 
menons dans ce plan la? et ly pai-allèles aux axes des » et 
des y. On aura : 
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êa!=MA=:MM,cosAMM, = MM, sinMIp = 
= -y— ■ y = y . angle MI RI, ; 

il faudra affecter cette quantité du signe moins, puisque Sx 
est compté en sens contraire 
des x positifs sur la ligure. 
Donc enfin, 

$x=: — y ai^c M I M, . 
On trouverait de même: 
Sy = x. angle M I M, . 

Pour tout autre point M' du 
système, on aurait ; 

èx' = — y' angleM'lM',, 

5y' = x' angle M'IM', . 

Fig. S7. Or l'angle MI M, e&t égal à 

l'an{;:le M'IM',, à cause de l'invariabilité de distance des 
deux points. C'est ce qu'il est aisé de vérifier en fai&ant la 
construction géométrique. Par conséquent, l'angle MIM,, 
constant pour tous les points du système, peut sortir de 
sous le signe 2, et par suite l'équation des moments virtuels 
se réduit à l'équation (1) déjà trouvée. 

220. — De même que nous avons senti la nécessité, pour 
le mouvement des solides libres (n" 202 et suivants), d'ex- 
primer les déplacements des divers points en fonction des 
rotations autour des trois axes, afin d'éviter les combinai- 
sons impraticables des équations de liaisons des points deux, 
à deux, de même, dans le cas actuel, nous exprimerons 
toutes les coordonnées en fonction de la rotation autour de 
l'axe fixe. 

Si nous appelons A l'angle compté de gauche à droite; à 
partir de l'a&e des x^ nous verrons aisément, en nous re- 




n,g,t,7rJM,GOOglC 



HOUTEHSKT D'UN SOUD£ ASMIJKTTI A DES LIAISONS. 71 

portant à la figure du numéro précéde&t, qti'OD s les rela- 
tions: 

x = rcosA, y :=rsinh; 

dji = — rsinAtU , dy = r cm kd&.i 



(Tjr (Px d {xdy — ydx) 

S»^ dl' *~ d^ 



puisque r ne varie pas avec le temps. Le terme dû au poiot 
considéré, dans l'équation du mouvement du solide, sera 
donc ; 

Pour un autre point du système, on aura un terme ana- 
logue qui ne différera du précédent que par la valeur de 
m et de r. On pourra, en effectuant la somme pour tous 

rf*A 
les points, faire sortir la quantité -tjï du signe 1, en sorte 

rf'A 
^ne )a smnmfl de tons ces tenues deviendra -ttï I m r*. La 

quantité Zmr* n'est autre chose que le moment d'inertie du 
solide par rapport à l'axe fixe : nous représenterons, pour 
abréger, ce moment par L Quant au premier membre 
IÇix — Xy), qui désigne la somme des moments des forces 
projetées sur le plan des xy, nous le remplacerons, confor- 
mément aux notations déjà adoptées, par X Q 9. L'équation 
du mouvement du solide prendra ainsi la forme 

,rf'A 



(1) lQq~l". 
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qu'on pourra égalduenl écrire : 

en appelant iï la vitesse angulaire, et remarquant que, par 
déRnition, Ù = -jj- . 

La relation que nous venons d'établir ne contient plus 
qu'une seule incounue, savoir l'uiigle A ou la vitesse Iï. On 
pourra de la sorte trouver au bout d'un temps quelconque la 
grandeur, en degrés, de l'angle décrit depuis l'origine du 
mouvement, ei, par suite, la position exacte du solide à 
l'instant considéré. 

Si l'on i-approche la relation ci-dessus de celle qui con- 
cerne le mouvement d'un point matériel unique, on trouve 
qu'il y a entre elles correspondance parraitc. En effet, on a : 

., . v« "^^ ff" 

d une pari , zX^m y-r = m^ ; 

el d'autre part , 2 Qç ;= m -^ = i —-, 

Cela nous montre que le moment de» force» , estimé per- 
pendiculairement à t'a\e fixe, le Tnomenl d'inertie du so- 
lide, la vilette angulaire et Vangle décrit jouent vis- 
à-vis les uns des antres exactement le même rdie que la 
eompetante de* force», estimée suivant une direction don- 
née, la tnatue du point matériel , la vite»ie titte'aire et la 
longueur parcourue. En d'autres termes, une théorie qui 
serait établie en donnant aux mots de force, de nuigge, de 
vile»»e et de longueur le sens qu'ils ont actuellement, sub- 
sisterait en totalité si, par ces mêmes mots, on venait à 
entendre les mêmes choses que par ceux de moment de* 
force», moment d'inertie, vilette angulaire et angle dé- 
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crit. — Ce rapprochemeat nous montre «ne fois de plus 
que les relations saisies par noti'e esprit entre les divers ob- 
jets qu'il considère sont beaucoup plus larges qu'il ne le sup- 
pose tout d'abord, et que d'autres objets, auxquels il ne songe 
pas, satisfont aussi à ces mêmes relations. De tels faits se 
produisent fréquemment dans l'ordro purement logique ou 
le calcul; et c'est ce qui fait dire que les formules matbéma' 
tiques sont plus générales que les problèmes spéciaux qu'on 
a en vue. Cette plus grande généralité a pour double résul- 
tat de conduire à des solutions qu'on ne cherchait pas, et 
d'éclairer du même coup plusieurs sortes de questions qui, 
au premier abord, semblaient indépendantes les unes des 
autres. Dans l'ordre des faits physiques, on ti'ouve des exem- 
ples analogues : c'est ainsi que la formule qui exprime la loi 
de la force de gravitation,, dont l'intensité varie, comme ou 
sait, en raison inverse du carré des disunces , exprime en 
même temps la loi des variations du son, delà lumière et de 
la chaleur. En géométrie, on en pourrait citer un grand nom- 
bre de cas. Telle est la formule très-simple qui exprime le 
produit de la base par la hauteur, et qui convient à la fois 
un parallélogramme, au prisme, au cylindre, etc. En méca- 
nique, nous avons déjà rencontre plusieurs exemples de 
cette coïncidence, et nous en verrons encore d'autres par la 
suite. C'est même parce que ces rapprochements sont très- 
fréquents, au lieu de constituer une exception, que les 
sciences rationnelles sont susceptibles de résumer leurs ré- 
sulluts en un nombre restreint de formules mutliématiques. 
Pour en revenir à la relation précédente, 



nous voyons que, sans démonstrations nouvelles, on peut 
immédiatement conclure : 
Que, lorsque le moment des forces est nul, la vitesse- an- 
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gnlaire demeure coa&laate, et que l'an^ décrit asgoieote 
uBiformëment avec le temps ; 

Que, lorsque le naomeDt des forces est coostaut, la vitesse 
angnlaire augmente uniformémeut, et que les auglea décrits 
aagnenteHt comme le carré des temps; 

Que, pour de» corps ai^aiit le même raouieiil d'inertie, les 
moments des Torces qui les sollicitent sont proportiNinels 
aux. vitesses angulaires communiquées au bout du même 
tempS) et en raison inverse des temps au bout desquels la 
Baéme vitesse angulaire est communiquée; 

Que les moments des forces sont proportitninels aux 
moments d'inertie des corps qui reçoivent la même vitesse 
angulaire, au bout du même temps. 

231. — On trouverait l'équation du m6Uven)eBt(l)^ fai- 
sant usage du principe général présenté à la fin dn n" 1A3, 
et consistant en ce que, pour Ions les systèmes matériels 
à liaisons complètes, l'équation des forces vives suffit pour 
résoudre le problème, et constitue précisément Tonique re- 
lation cherchée. En effet, appliquons au «is spécial qui nous 
occupe l'équation générale 

2 (Xdx + ïdy + Zdt) = ldi mV . 
On a ici : 

dz=o, dx= — ydk, dy=xdK, V=rll, rf^V'^^^dA^. 
Si l'on substitue, il vient : 



ce qui donne l'équation connue. 

SS3. — La condition d'équilibre se déduit très-siaplmml 
de ce qu'on a d^ù vu. Pour qae l'introduction ou la suppres- 
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sioo des forces n'influe pas sur le mouvement dH solide, il 
Aiul qu'on ait : 

IQq = o . 

Ainsi, Ea condition unique pour que des forces se fassent 
équilibre autour d'un axe fixe, c'est que la somme alg^ri- 
que.de leurs moments soit nulle par rapport à un plan pa- 
pendiculaire à cet a\e, ou, ce qui revient au méiue, que la 
somme des travaux élénieniaii'es de toutes ces forces soit 
égale à zéro. 

Il suit de lÂ que, lorsque les forces sont au nombre de 
deux, leurs moments sont égaux en valeur absolue et de 
signes conLraires. On peut dire aussi que les intensités de ces 
forces sont Inversement proportionnelles aux bras de levier 
de leurs projections dans un plan perpendiculaire à l'axe fixe. 

On voit en outre que la position des points d'application 
des forces n'importe pas à l'équilibre, et que cet équilibre 
persiste, quelle qne soit 1» situation du moment par rapport 
à l'axe fixe, pourvu que sa grandeur ne change pas, c'est-à- 
dire pourvu qu'il demeure dans un plan parallèle à son plan 
primitif. 

La condition d'équilibre est en même temps la condition 
d'équivalence. Ainsi, deux forces peuvent être substituées 
l'une à l'autre, pourvu que leurs moments soient égaux, et 
une force peut être transportée comme on voudra sur le 
corps solide, pourvu qne son moment ne change pas. 

Si l'on a un nombre quelconque de forces, il faut, pour 
l'équilibre, que la somme des moments de toutes celles qui 
tendent à faire tonnier dans un sens soit égale à la somme 
des moments de celles qui tendent à faire tourner en sens 
contraire. 

Lorsque les forces ne se font pas équilibre, on peut tou- 
jours les remplacer par une seule, et cela d'une infinité de 
manières : il suffît que cette force soit telle que le produit 
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de sa projection sur un plan perpendiculaire à l'axe fixe, 
multiplié par la longueur de son bras de levier, soit égal à 
la somme des moments de toutes les forces données. 

Il y a toitjours intérêt à choisir la force unique de manière 
à ce que sa direction soit à la fois perpendiculaire au rayon 
du cercle décrit par son point d'application et à la direction 
de l'axe fixe. Car cette force se confond alors avec la pro- 
jection qui fournit le moment moteur; et il est visible que 
toute la partie d'une force qui n'est pas employée à fournir 
ce moment est pei-due pour le mouvement ù produire. 

2S3. — Eff»rl« eupp*rtéa par l'axe fixe. Lorsqu'un 
solide se meut autour d'im axe fixe, cet axe supporte évi- 
demment certains etforls, qu'il détruit par sa résistance pro- 
pre, et qui sans cela auraient pour résultat d'entraîner le so- 
lide hors du mouvement rotatoire qu'il exécute effective meni. 
Il en est du reste de cet axe comme des liaisons quelconques 
que nous avons eu occasion d'examiner, et que nous avons 
reconnues équivalentes à certaines forces d'intensités plus ou 
moins grandes. Comme la rotation dont il s'agit est un des 
fïiîts pratiques les plus fréquents, il y a lieu âe se livrer à 
une évaluation spéciale des résistances de l'axe fixe, afin 
d'apprécier si ces résistances ne pourraient pas être dimi- 
nuées par des dispositions convenables, et, en tous cas, si 
l'axe qui est destiné à les produire possède nne solidité suf- 
lisunte -. car, dans l'application, ne l'oublions pas, les corps 
quelconques au moyen desquels nous réalisons approxima- 
tivement nos liaisons théoriques ne possèdent jamais cette 
rigidité indéfinie que nous leur supposons dans la mécanique 
rationnelle. 

Pour résoudre la question que nous avons en vue, il suflft 
de prendre une marche analogue à celle qui a déjà été suivie 
pour l'étude du mouvement d'un point matériel sur une 
courbe ou sur une surface fixe. On peut établir les équa- 
tions générales du solide en le considérant comme libre, 
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pourvu que, parmi les forces molrices, on compreaue celles 
qui équivaleut ù la résistance de l'axe et qui mesurent pré- 
cisément les efforts que nous voulons apprécier. 

Soit et H deux points fixes, choisis arbitrairement 
sur l'axe, et qui suffiront à assurer la fixité de cet axe. Nous 
placerons l'origine des coor- 
données au point 0, nous 
l* prendrons H pour axe des 

^ X, et nous mènerons rec- 

taugulairement deux autres 
Pi axes de coordonnées OX, 

OY. Nous désignerons par A 



% 



^ la distance OH des deux 

/points fixes. Soit P une quel- 
conque des forces appli- 
FiR. w. quéesausolide,M$onpoint 

d'application, P, la force, inconnue en direction et en gran- 
deur, qui représente la résistance du point 0, et Pj la force 
pareillement inconnue qui l'eprésente la résistance dupoint H . 
Nous pourrons, comme nous l'avons déjà dit, considérer le 
solide comme libre, pourvu que nous adjoignions les forces P, 
et P, à l'ensemble des forces P, dans les six équations du 
mouvement. 

Nous écrirons donc ces six équations, en remarquant 
préalablement que leur forme peut être simplifiée, puis- 
qu'on a : 

dz dx „ dy ,, 

dl ' dt ■* ' dt 

dil 



d'z d^x dit ,„ •d^v dil ^. . 

En faisant la subslituiJon, on obtient certains termes qui 
ont pour mulliplicaleurs ^ni:tr et Imy. Nous remplacerons 
ces sommes respectivement par Mi et Mn, en appelant M la 
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misse u>lale du solide, «t i, m, ^ (es oaontonaëes du oeirii« 
de gravité. 

FiBalemeDt, en nous servant d'ailleurs des mêmes nota- 
tions que précédemment, les six équations deviennent ; 



xy + Y, + ï, -^M5+ lïU» =0 
2Z + Z,-(-Z, = o 






. <io 



2(X2— Z»)+^Zmjî + a'ïini2 + X,*=o 



m 

(S) 

(5) 
(6) 



De ces six. équations, la quatrième ne contient pas les ré- 
sistaaces de l'axe, et c'est précisément l'équation unique dn 
mouvement déjà trouvée par d'autres méthodes. On devait 
s'y attendre, puisque les résistances quelconques de l'axe ne 
peuvent en aucun cas fournir de moments dans un plan per- 
pendiculaire à la direction de cet axe. 

il ne resie donc que cinq équations po«r déterminer \e$ 
siK composantes des résistances. Par conséquent, il y en a 
une indéterminée. C'est ce que nous montre tout de suite 
la troisiènie équation, qui contient t la fois Z, et Z„ les- 
quelles ne figurent dans aucune autre relation. Ainsi on ne 
peut assi^er que la somme des deux composantes suivant 
l'axe, et non chacune d'elles isolément. On le prévoyait d'ail- 
lesrs, puisque, toute force pouvant lïtre transportée en un 
ptHUt quelconque de sa direction, ilest visible que Z, et Z, n'a- 
^BKeMp» distinctement l'use de l'autre le long de l'axe fixe. 
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QuBDt aus quatre autres composantes, elles B<»t néces- 
sairemeat déterminées au moyen des quaU'e autres équa- 
tions. Les deux dernières rournisseot immëdîatemeat X, et 
Y, ; et, en portant les valeurs dans tes deux premières, oo ob- 
tient X4 et ¥,. Dès lors le problème est enUèrement r^olii, 
puisque ces quatre composantes sont exprimées eu fonctioii 

des forces extérieures et de l'accélération angulaire -j-, 

laquelle est connue d'après la relation {^). 

Nous allws mainteDaDt déduire diverses conséquences, en 
interprétant le groupe ci-dessu*. 

nous voyons d'ubmâ que la somme des composanMs 
Zi+Z,, suivasl l'axe fixe, sera nulle si l'on a 2Z=:o, c'est- 
à-dire si la résultante des forces motrices est située dans an 
pian perpendiculaire à l'axe; ce qui est évident de soi. Tou- 
tefois, de ce que la somme Z, -1- Z, est nulle, il ne faudrait 
pas conclure que chacune de ces deux composantes l'est sé- 
parément : il suffit, en effet, qu'elles soient égales et de si- 
gnes contraires. C'est ce qui arriverait, par exemple, si les 
deux extrémité de l'axe fixe étaient tirées ou poussées en 
sens t^posés. Il est bien visible que ta meilleare disposition, 
au point de vue de l'axe fixe, c'est qu'aucuue des forces mo- 
trices n'agisse obliquemeut à cet axe. 

On voit ensuite que, toutes choses égales d'ailleurs, l'effiart 
supporté par le point H sera d'autant moindre que sa dis- 
lance H sera plus grande : dételle sorte que, si ce point est 
extrêmement éloigné, il ne supportera plus qu'un effort to- 
signiÉifit. Celte conséquence ne subsiste , bien entendu , 
qu'autant que les termes qui renferment les coordonnées e 
dans les mêmes équations gardent des valeurs timitces, c'est- 
à-dire qu'autant que le solide ne s'éloigne pas lui-même du 
plan des ay. Ainsi, l'éloignement dont nous pariions pour le 
poiat H s'applique en réalité à son éloignement du solide. 

Par contre, si X^et Yidimifluratindé&iiB)eot,refl()rtX, 
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et Y, de l'autre point fixe, qui reste dans le voisinage du so- 
lide, augmente de plus en plus, jusqu'à ce que ce point cu- 
mule tout l'elTort qui se produit sur l'axe. Cest ce qui res- 
sort des relations (1)el (2), où les sommes X,+Xj, Y, +7, 
ont une certaine valeur déterminée pour un état donné dn 
système. Ainsi, l'inconvénient de trop distancer les deux 
points fixes (si l'axe n'est en effet fixé qu'en deux endroits), 
c'est de reporter toute la chaire sur l'appui qui est le pins 
voisin du solide. 

Pour une valeur donnée des forces extérieures, on voit, 
d'après les mêmes relations (1) et (2), que l'efiorl total 
supporte par l'axe augmente indéfiniment avec la vkesse 
angulaire iï C'est ce qui est évident : car, à mesure que les 
divers points du solide tournent plus rapidement, il faut que 
l'axe développe de plus grands efforts pour maintenir ces 
points dans leurs trajectoires cireulaires et les émpéclier de 
s'échapper ù chaque instant suivant la langcnte. Toutes ces 
actions individuelles ne s'équilibrent pas généralement. 
Pour qu'il en fàl ainsi, il faudrait que les ta'mes qui con- 
tiennent il lussont nuls, ou que ^ et r, fussent égaux £t zéro. 
En un mot, le centre de gravité devrait élre sur l'axe fixe. 
Alors la résistance totale de l'axe ne dépendrait p!us que 
de la valeur des forces extérieures. Ainsi, le centre de gra- 
viléd'iin système solide jouit de cette propriété remarquable, 
que l'eifort total supporté par l'axe fixe qui y passe ne dépend 
qne des actions extérieures, et non de la viiesse dn mouve- 
ménl lui-même. Il est inutile de faire remarquer que celle 
conséquence ne s'applique qu'à l'effet total, et nullemeni il 
chacun des effuris qui se produisent séparément en ou 
eu H. D'une manière générale, on peut dire que, loules 
choses égales d'ailleurs, il y a iutérét ù faire passer l'axe 
fixe par le centre de gravité. 

On reconnaît également qo'il y u encore intérêt ù rendre 
^X et 2 Y aussi petits qne possible et mêmes nuls. Ce qui 
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ne veut pas dire qii'i n tappiime I s furoes cxléricui'cs, mus 
qu'oo b'uirangc seulement ite manière à ce qne leurs com- 
posâmes duns un plan pcrpendictilaiic à l'.ixe soient pu- 
i-allèles et de sens contmircs. II y aiiinil, par exemple, avan- 
tage il prudtitre la rotatiou au moyeu de deu<c Torci-s ('gales, 
parallèles et invereemitit d rigoi s, plutôt que par une seule 
force double, bien que le moment mulcur Tùt l- môme dans 
les detix cas. 

ait. — Snlte des «onsldcrallons préeédenles. Nous 
esamineruns, au mUtae point de vue, le cas |iarlîculier très- 
intéressunt où il n'y a pts de Torccs oioirices. 

La quatrième équation montre, co qu'on savait (!(!Jà, que- 
l'accélération angulaii-e est alors nuHc. Lès cinq autres rc- 
laiîoQS devifnuent : 

X, + X, -»-11'MÇ = o, 

Z, + Z, = o , 
iPlmxz -f- X,A = o , 
i2'2my2 + Y,A = o. 

Les deux dernières montrent que la résistance développée 
par le point H sera nulle, si l'on a à la fois lmxz=o, 
2myz^o. Cela revient à dire que la droite OH doit ô Ire 
un des axet principaitx du solide relatifs au point 
(n* 177). Réciproquement, on conclut ce théorème : Si un 
solide est animé d'une rotation uniforme autour d'une droite 
fixe, et qu'on vienne tout à coup à rendre celte dioile libre, 
en ne maintenant fixe que le point pour lequel elle est un des 
axes principaux, la rotation continuera indéfiniment autour 
de cette droite, tout comme si elle était demeurée entiù- 
rement fixe. 

Celle propriété a fait donner aux axes principaux relatifs 
à un point quelconque le nom à'ajreu perma/ietil» derota- 
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tion pour ce point. Ainsi, ua axe permanent esl un axe qui 
n'a besoin d'être mainteun que par uu seul point. 

QuuDtà la résisinucedu point 0, elle n'est pus nulle, mais 
représentée par les valeurs 

Xj = — Q'M È , Y, = — iHlr, . 

Pour qu'elle fût nulle égalemeni, il faudrait que i ei r, 
fussent égaux à zéro, ou que le centre de gravité se trouvât 
sur l'axe de rotation. Mais déjà cet axe doit être un axe 
piinci]>ali donc, pour qu'il n'y ait d'effort développe en 
aucun point de l'axe de rotation, il fautque ce suit un des axes 
principaux relatfs au centre de gravité. De telle sorte que, 
si nu solide esl animé d'une rotation uniforme autour d'un 
des axes principaux de son centre de gravité, on pourra 
rendre cet axe entièrement libre sans en compromettre 
llmmobilité. 

Cette propriété que nous rcconitaissous aux axes [.rinci- 
paux du centre li s fait nommer axeë librei de rotation; 
on les diêlingue ainsi des axet permanent», qui existent 
pour un point quelconque, mais à la condition que ce point 
soit fixé. 

Acluellemciit, si nous supposons que nous ayons fait clioix 
d'un des axes principaux du cenire, et qu'au lien d'aban- 
donnei' le solide à sa seule vitesse acquise, ce qui ne dé- 
vclopperait aucun effort sur l'axe, nous le sollicitions au 
contraire par drs forces situées dans des plans peipendicu- 
lairesà cet axe, nous ferons quelques nouvelles remarques 
au mojen des équations du numéro précédt^ut. 

1' On voit d'abord que ta somme des effoits supportés par 
l'axe est éga'e à la somme des forces qui agissent sur lui, et 
que la pression au point H est donnée par les formules 

l\z = ~X^k , 2Y2 = — Y,A, 

lesquelles expriment que le moment, par rapport au plan 
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des sy, de l'effort du point H est égal à la soounedes mo- 
ments, par rapport au même plan, de toutes les forces appli- 
quées au solide. 

2° Si les forces satisfont à la condition d'être, deux à deux, 
égales, parallèles el inversement dirigées, les sommes de 
leurs compo.-autes suivant les axes, ainsi que les sommes de 
leurs moments par rapport aux plaus des xy et des yz, se- 
ront nulles, et il en résultera que les pressions des deux 
points fixes seront égales à léit), comme dans le cas de la 
rolaiioii unifucme. 

3° Si l'axe de rotation n'était pas un axe principal du 
centre de gravité, il suffirait de fixer le point pour lequel il 
est un axe piincipal du solide; et cela dans le cas où les 
forces satisfont à l:i condition ci-dessus, aussi bien que 
lorsqu'elles n'existent pas. 

Ainsi, les droites qui jouissent de la propriété d'être des 
axes permanents et des axes libres, lorsqu'il n'y a pas de 
forces motrices, conservent encore celte même propriété 
lorsque les actions extérieures, au lieu d'être nulles, se ré- 
duisent à des forces situées dans des plans perpendiculaires 
àl'axeet, deuxàdeux, égales, parallèles et de sens opposés. 
225. — Remarque tur les forée» centrifuges. Nous 
avons déjà signalé, dans le cours de cette théorie, que les 
pressions supportées par l'axe fixe, même en l'absence de 
forces extérieures, ne sont pas iiuiles généralement, pour 
cette raison bien simple que chaque point, devant décrire un 
cercle, exige l'intervention d'une force centripète, qui est 
précisément fournie par la iîxité supposée de l'axe. 

II est aisé de reconnaître que, en effet, les forces centri- 
fuges, estimées directemeul d'après le mouvement qui s'ef- 
fectue , représentent exactement les pressions dont nous 
avons parlé, lesquelles, d'après les formules du n° 22&, ont 
pour valeurs ; 

X, + Xj= - li'M£ , Y, + Y, = — liHI-s . 
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La foi'ce ciiiliipèie d'un poiiitquetconciue du solido, c'est- 
à-dii'e lu foret! iiéecss tire pour le mainteDir à chaque insls'it 

dans t a irajecioiiiï çfleclive, est égale à , V étant la 

vil4.'ssn absolue de ce point et r sa distance à l'.ixe. Mais 
V=»-ii; dune la Toree ccnlripéte a pour valeur — miPr. 
La coniposuDtc lie eette force suivant l'axê des x est égale à 

— mlVr^^oxt — miPx. La soiamo des composautes ana- 
logues de I..U8 les p lints sera dont ■— il*! mx oa bleu 
•^-ii'ME, co qui est justement la valeiiv deX, +X,. 

On verrait de la même manière que la somme des campa- 
santés des forces centripètes suivant l'axe dos y est égale 

Quant à la sonimu des composantes suivant l'ase des z, 
elle est nulle évidemment, comme est nulle, d'ailleurs, la 
somme 2,4- Z^. 

Ainsi que nous l'avons dit plus baut, la somme des forces 
ceuti'îpèles est nulle lorsque l'axe de rotation passe par le 
centre de gravité ; mais ces forces ne sont pas nulles sépa- 
rément uii point et au point H. l'our qu'il en soit aÎDsi, il 
faut que ^mxz, Zmyz soieni égaux à zéro, ou que l'a&e de 
i-otalion ëoit un des axes principaux du cenire. 

Cette analyse nous rend bien compte de la perpétuelle 
mobilité de l'axe de rotaiion d'un corps solide qui, en vertu 
d'aclions initiales, tourne indéfiniment autour de son centre 
de gravité. Si la rotation n'a pas commencé autour d'un axe 
principal de ce centre — auquel cas elle persévérerait sans 
altération — les forces centripètes donneni à chaque insiani, 
en des points différents do l'axe, des composantes égales, pa- 
rallèles et inversement dirigées, dont les sommes suivant 
les axes sont nulles, mais qui, n'étant pas nulles indivi- 
duellcmeui, difletminent une rotation de l'axe primitif autour 
du centre de gravité, et, par suite, uu axe nouveau autour 
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duquel l'ancii^n axn et avec lui (ont le solide toxine pendant 
■m temps iiiniiimeiit petit, pour passer Je l:i à iiii autre axe 
instantaHé; el ainsi de snilc. 

Ces considéi'ations s'appliquent é;;a)ement an cas d'un 
solide qui tounic autour d'un point fixe. 

236 — MoHVCMcnt «nlttiar d'an «xe Axe, pr«4HU 
|Mr de» |^r«uHl«Ds. Nous allons nous livrer au\ mêmes 
considérations pour le cas où les forces motrices sont rem- 
placées par des percussions ou bi<?ii par des forces instan- 
tanées. 

Nous supposerons, pour plus de simplicité dans les équa- 
tions, que les percussions sont appliquées au même point. 
Nous prendrons pour axe des x in droite fixe auiour de la- 
quelle le solide doit tourner, et pour plan des x>j wa plan 
perpendiculaire à cet axe, mené pur le point où s'exerce la 
percussion. Nous choîsîruns pour les deux points fixes l'ori- 
gine des coordonnées et un aulre puint pris arbitrairement 
sur l'axe des x, !i la distance h. 
Soient doncOX, OY, OZ les trois axes reciangiil aires tle 
_ coordonnées, et M le point 

' situé dans le plan des xxj, 

qui a pour coordonnées a 
et S, sur lequel la percus- 
sion est supposée s'exercer. 
Nous représenterons par 
~ r, non plus la valeur d'une 

/des forces qui agissent en 
,,,^^ M , mais la quantité de 

^"^^ mouvement que l'ensemble 

Fig- w. des percussions imprime- 

rait à l'unité de masse supposée libre. De même, P, et P^ 
représenteront les quantités de mouvement que recevrait, en 
chacun des points fixes et H , l'unité de masse supposée 
libre, si elle y était soumise directement à la pression ins- 
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tantanée qui s'exerce en chacun de ces points par le contre- 
coup des percussions, et qui est de même nature qae les 
forces instantanées extérieures. 

Nous établirons [es équations du mouvement ainsi que nous 
l'avons fait en dernier lieu, c'est-à-dire en considérant le so- 
lide comme libre, mais soumis à l'ensemble des forces P, P, 
et P}. On a vu dans la mécanique générale, et aussi dans 
la mécanique spéciale des corps solides libres, que ces équa- 
tions doivent être formées par rapport aux quantités de 
mouvement qui représentent les impulsions des forces, au 
lieu de l'être par rapport aux intensités de ces forces ellesr- 
mémcs. 

Si donc nous représentons parfl la vitesse acquise par 
suite des percussions, et que nous remarquions que 

dz dy „ dx „ 

dt di ' dt ' ' 

011 aura, en faisant d'ailleurs usagie des mêmes notations que 
précédemment, et en représentant d'ailleurs par 1 le mo- 
ment d'inertie, les six équations suivantes : 

X + X, + X, + fiM>] = o , (i) 

Y + Y, + Yj — ii M ^ = o . (2) 

Z + Zj -+• Zj = o , (3) 

Y« — XS— iil=:0, {k) 

— Za -t- X,A + iilmyz = o, (5) ' 

Zg — Y^ + aimxz = . (6) 

L'hypothèse que nous avons faite de percussions exercées 
eu un seul point ne détruit pas cvidemmcni l:i généralité 
de la mélhode que nous employons : car, si l'on voulait con- 
sidérer des percussions appliquées en des points distincts, il 
suffirait d'introduire dans les équations ci-dessus les termes 
qu'elles donneraient pour leurs moments dans les pians des 
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xz et des yz, termes qui ne seraieal pas nuls, comme nous 
l'avons admis, puisque l'oi-donnée verticale de tous les points 
d'application ne serait pas égale à zéro. 

Examinons actuellement les divei-ses équations ci dessus. 

I.a quatrième relation ne contient pas les résistances, et 
c'est précisément l'équation unique du monvemeni qu'on au- 
rait trouvée par les méthodes analogues à celles des n" 230 
et 221. 

Nous n'avons donc que cinq équations pour déterminer 
les six quantités relatives aux résistances do l'axe. La troi- 
sième équation montre d'ailleurs que Z, et Z, sont séparé- 
ment indétenninées , et qu'on ne connaît que leur somme, 
laquelle sera nulle si Z = o, c'est-i-dire si les percussions 
se produisent dans un plan perpendiculaire ù t'axe fixe. 
Les quatre autres équations sufliseut. pour trouver tes 
quatre autres composantes, X,, Y^, X, et Y^; de sorte qne 
la question est complètement résolue. 

Les valeurs de X, et de Y„ c'est-à-dire la résistance nor- 
male du point H sera nulle, si l'on a ^m%}x^=o,^Tnxz^= o. 
Le point H est alors situé sur l'un des axes principaux du 
système , relatifs au point U. Il est essentiel de remMrquec 
que la résistance dont nous parlons, qui est une action qui 
se produit seulement pendant la durée de la percussion , ne' 
doit pas être conTonduc avec la résisiance ultérieure conti- 
nue, qui, après que la percussion a cessé, s'éiablît par suite de 
la roUtioD uniforme conservée par le système. En un mot, la 
première espèce de résistance est instantanée et extrême- 
ment grande, comme la cause qui la produit; la seconde 
est contiuue et limitée comme les forces centripètes qu'elle 
représente. Nous avons vu précédemment que la rotation 
uniforme ne provoque pas de résistance de la part du point H, 
lorsque celui-ci est placé sur l'un des axes principaux rela- 
tifs au point 0. Ainsi la position dece point a le double effet 
d'anéantir les efforts dus,, en ce point, aux percussions exté- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



88 LlVIIIi V. — SOI-iniiS GÉOMÉTRIQUES. 

rieiiivs, et ceux qui se commuent pendant toute la suite du 
mouvement. 

Quant au point 0, on voit que la tésislan e qui lui est 
propre est déterminée [lar les deux premières cqiiaiions , oit 
Xi et Y, sont dès lors supposés nuls. On a : 

X,= -X — fl«/,, T, = - Y + iiM^ 

Les Formules monti-ent qu'il n'y auia pas de contre-per- 
cussion au I oint 0, si ces deux conditions sont satisfaites : 

X = — liMn, Y = nM£. 

Pour les interpréter plus nisémenl , concevons qu'on 
fasse tourner les deux axes OX et OY. autour de OZ, de 
manière à ce que l'un des deux plans verticaux de coordon- 
nées, par exemple le plan XOZ, pnsse par le centre de gra- 
vité du système. Dans celte position n est nul , et par suite 
X = o. Comme il faut déjà , pour que les résistances dispa- 
raissent, que Z soit nul , il s'ensuit que la percussion doit 
être perpendiculaire au plan passant par l'axe fixe et par le 
centre de gravité. Dans l'autre condition V:=ilM£, rempla- 
i;ous Q par sa valeur déjà trouvée au moyen de la quatrième 
éqiiaiion du groupe primitif, valeur qui est généralement 



puisque X = o ; 






Y=iii\U = -i=H£ 



Celte relation flxc la distance a. de l'axe fixe, ù laquelle 
doit s'exercer la percussion , pour que le point ne déve- 
loppe pas de résistance. Dans cette formule ï ne représenta 
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plus l'ancienne vuleur qu'avait l'abscisse du centre de gra- 
vile, dans la position primitive (Irs axes OX et OY, mais la 
valeur résultant de la position actuelle que nous vcuons de 
leur faire prendre, c'est-ù-dirc que ce uonveaii ^ nVst aulre 
chose que la disiauee dti centre de gravite à l'axe. On pont 
donner une autre forme à la Valeur de x. On sait en effet 
que le moment d'tn<Tlic par rapport à l'ase HxcOZ est égal 
au moment d'incriie par rapport à une droite parallèle pas- 
sant par le centre an gravité , plus le produit de la masse 
totale par le carré de la distance du ccmre h l'axe fixe 
(n* 175). Désignons par MA' le moment d'inertie relatifà 
la droite parallèle menée an centre ; quant à la distance de 
ce centre, elle est représentée par la nouvelle valeur de^, 
ainsi que nous l'iirons dit plus haut; en sorte qu'on a ; 

k* 
I = SlA' + M l^, et par suite : tx = l+ -r-. 

En résumé, la double condition pour que ie point ne 
supporte pas d'effort provenant de la percussion, c'est : 

1" Que cette percussion soit perpendiculaire au plan qui 
passe pai' le centre de gravité et par l'axe fixe ; 

a° Qu'elle s'exerce à une distance de l'axe fixe re- 
présentée par la distance du centre de gravité augmenté 

de j- 

Unc conséquence immédiate de cette proposition, c'est 
que le point éprouve toujours une contre-percussion, 
quand l'axe fixe passe par le centre de gravité. Car, puisque 
Y— 'ilM^ dans le cas où il n'y a pasde contre-percussïOD, 
El en résulte que Y devient nul en même temps qu-» ï, c'est- 
à-dire que la percussion doit disparaître en même temps que 
l'axe passe par le centre. D'après cela , si l'un adopte une 
disposition qui annule sur l'axe le contre-coup des percus- 
sions, on n'annulera pas aussi les résistances ullérieures qui 
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sont provoquées par la suite de la i-otaiion uniforme ; car, 
pour que ces dernièrt-s pressions fussent nulles, il faudrait 
que l'axe de rotation passât par le centre de gravité, ce qui 
est justement contraîfc à l'hypotlièse qu'on vient de faire. 
Réciproquement, étant connue la position du point où la 
. percussion s'exerce, c'est-à-dire sa distance î aa centre de 
gravité, on trouvera la distance l h laquelle doit être porlé 
Ya\e Axe au delà du centre de gravité, en remarquant que 
e(=^+d,etqne conséquemmenton a : 

-=- , d on : £ = -V- . 
l 

On nomme centre de percuaîon te point que nous avons 
déterminé ci-dessus, et qui jouît de la propriété que la peiv 
cnssiOn qu'on y exerce dans une direction convenable n'a 
pas de contre-coup sur l'axe fixe. 

Toute celte théorie peut être résumée ainsi : 

Pour qu'une percussion appliquée à un solide ne déve- 
loppe aucun contre-coup sur l'axe fixe autour duquel il est 
assujetti ft tourner, il faut : 

1' Que l'axe fixe soit un uxc principal pour le point qui 
résulte de son intersection avec un plan perpendiculaire 
mené par le point frappe ; 

2* Que la percussion soit perpendiculaire au plan qui con- 
tient l'axe fixe et le point frappé j 
' 3" Que la <|istauce du point fVappé à l'axe fixe soit égale à 

la distance du centre de gravité augmenta de-c- , k étantce 

que nous avons nommé \Grayon de giration Çjt" Mh") et S la 
distance du centre de gravité à l'axe fixe. 

Réciproquement, un solide animé d'une rotation amour 
d'UD axe fixe peut être brusquement arrêté sans que son 
axe en reçoive aucun contre-coup, au moyen d'une perçus- 
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sioD en sens conlraire appliquée dans les conditions que 
noms avons dites. 

De semblables dUpoaïtious ont pour effet de aouatrtîre en 
même temps tous les points de l'axe fixe, hormis un seul, 
aux efforts qui se développent dans la suite de la rotation 
uniforme. Le point qui continue seul à supporter la pressioB 
ultérieure est déterminé par llntersection de l'axe fixe n\et 
le plan pet^endiculaire qui contient le point frappé. 

Tout solide , frappé dans des conditions convenables , 
persévérera dans sa rotation uniforme autour de son axe 
rendu libre, pourvu qu'on maintienne fixe le seul point suSr 
mentionné. 

Remarque importante. — Si , au lieu d'une seule per- 
cussion, on en avait plusieurs, situées dans le miîmc plan 
perpendiculaire à l'axe, et, deux à deux, égales, parallèles et 
inversement dirigées, les sommes des quantités de mouve- 
ment, suivant les axes des x et des y, dues à ces percussions 
considérées deux à deux, seraient nulles, en sorte que X et 
Y disparaîtraient des deux premières équations. En choisis- 
sant l'axe fixe de manière à ce qu'il fût un axe principal 
pour l'origine des coordonnées , on commencerait par faire 
disparaître comme précédemment la résistance du point H. 
En faisant ensuite passer l'axe par le centre de gravité, on 
annulerait la résistance du point 0, et, du même coup, tous 
les efi'orts ultérieurs de la rotation uniforme. Cette coïnci- 
dence tient, nous le répétons, h ce que X et Y sont actuelle- 
ment nuls. — Il y a donc intérêt, au point de vue de la con- 
servation de l'axë, à produire la rotation par une double 
percussion au lieu d'une seule. — On voit en outre que, 
dans la disposition présente, l'axe est soustrait au contre- 
coup des deux percussions, quelle que soit la manière dont 
celles-ci sont appliquées. 
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^■pleam ^iNts sar mut *mrtm*t iBvarlafcle. 

237. — Supposons d'abord que le solide ne s'appuie que 
par un seul point. Le cas le plus généi'al, dans cette hypo- 
thèse, est celui OH le point de contact varie à la fois sur le 
corps et sur la surTacc. Le mouvement consiste alors en un 
roulement du solide sur la surrace fixe. 

L'action de la surface équivaut à tout instant à une cer' 
taine force normale appliquée sur le solide au point de con- 
tact. Soit K cette force et 1, ^, v ses angles avec trois n\cs 
de coordonnées fixes. On pourra considéi-cr le solide comme 
absolument libre, pourvu qu'à toutes les forces qui le solli- 
citent on joigne la force K. Nous allons donc établir les 
équations qui conviennent au nionvement d'un solide libre. 

Ces équations constituent deux groupes, l'un qui con- 
cenielc mouvement du centre de gravité par rapport it trois 
axes fixes, l'autre qui exprime te mouvement de rotation 
autour de son ceuti-c de gravité, mouvement qui est rap- 
porté aux trois axes principaux comme axes de coordon- 
nées mobiles. 

Les trois équations relatives au centi'e de gravité seront 
les suivantes ; 



Les quanlilés qui y figurent ont la même signification qu'à 
l'o: dinaire, c'esi-à-dire queX , Y, Z sont les composantes des 
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forces suivant les trois axes fixes ; £, r, , Ç les coordonnées 
du ccnli-c de grjvlté, et M la masse totale do solide. 

Établissons de même leS éqoalious de la rotation autour 
du centre. Nous afleclerons d'un indice r toutes les quan- 
tités qui sont pi'ise» par rapport aux axes principaun. cominc 
a\es de coorilonnécs mobiles. Les vitesses angulaires autour 
de ces axes et les moments principaux conserveront d'ail- 
leurs les mêmes notations que dans lus chapitres aaiérieui-s. 
D'après ce que nous avons vu au n* iOU, les équations de Ut 
rotation seront tes suivantes : 



jX Cïa, - X,y,) -t- K (av cas ^ - y, MB X) = 

2(Xr2r — Z^r) -+- K («r COS )., ^ «t COS V.) = 



(!) 



2(Z,y, — V,z,) + K (y, cos v, ~ z, tm f^) = 



Les lettres t,, y^ z, des premières parenthèses représen- 
tent les coordonnées des points d'application des forces 
données ; les mêmes Ictti'es des secondes parenthèses repré- 
sentent les coordonnées du point de contact. 

Dans CCS deux groupes d'équations, nous avons inli'oduil, 
outre les inconnues ordinaires p, q, r, un certain nombre 
d'inconnues supplémentaires, qui sont '■ 

1° La grandeur de la force normale K qui représente l'ac- 
lion de la surface fixe sur le solide appuyé sur elle ; 

2* Les angles À, fi, v, formés par la direction de celte 
force K avec les trois axes de coordonnées Axes ; 

3* Les angles '/.„ f/', v,, formés par la même direction avec 
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les trois axes principaux du solide, daps la position où ils 
se trouvent effecUvement û i'iasunt considéré ; 

A* Les coordonnées x,, y,, t, du point de contact rapporté 
aux axes principaux, qui figurent dans les secondes paren- 
thèses des équations ci-dessus. 

Si nous admettons provisoirement que toutes ces incon- 
nues nouvelles soient exprimées en fonction des données de 
la question, il est clair que les deux groupes d'équations ci- 
dessiis suffiront pour résoudre te problème ; car nous nons 
retrouverons exactement dans le cas du n° 20&, où l'on a 
traité le mouvement d'un soliJe libre dont toutes les forces 
sont supposées connues. On a vu alors que la position des 
axes priw^anx, par rapport aux axes de coordonnées fixes, 
était exprimée en iMction des vitesses angulaires, de sorte 
que les quantités X,, Y,, Z, et les coordonnées Xr, y,, r, des 
points d'application de ces forces ne représentaient au- 
cune inconnue distincte, et que les cosinus a, a', a", b,... 
dés angles formés par les axes principaux mobiles avec les 
axes fixes étaient déterminés en fonction des mêmes vites- 
ses angulaires ;>, q, r. Si donc nous parvenons à exprimer, 
uu moyen des données de la question, les inconnues supplé- 
mentaires qui ont élu énumérées ci-dessus, le problème sei-a 
complètement résolu. 

Pourexprimerlesdilesinconnues, il faut In troduirela triple 
condition que le pointde contacter, y', z. appartientùlafois 
ù la surface du corps et à la surface fixe, et que la direction 
de ta force K est une normale commune à ces deux surfaces. 

Or, soit i^(xr, y,i zt) = o l'équation de la surface du corps, 
rapportée à ses axes principaux mobiles, et f{^x , y, z) = o 
l'équation de la surface d'appui rapportée aux axes du cooi'- 
données fixes. 

La force K étant normale à la surface du corps, on aura : 

cosX,= H, ■:^, cosiir = H[-îl-, co8iv=H, -—-: 
axt '^ du, azr 
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en représentant abréviativement pat* Hr la quantité 



^ 



'4V+»V+«V 



+ 



^*.; 



De même, la direction de celte force étant normale à la sur- 
face fixe, on aura : 

COsX = H^, COS(JL:=n^, COSWsîîHt^j 

en repiéscniant abréviutivement par H la quantité 



n 



IFW 



D'an aratre cAtë, les coordonnées le, y, t et «„ jrr, Zr ie 
rapportant à un même point, on a, d'après tes retations coti- 
mes «itre les axes fixes et 1rs axes mobiles, consMérées 
dans le mouvement relatif (n* 168) ; 

X ^ }, -\- ax, -\- by, -^ cz, , 
y = M + ^x, + b'y, -+- c'i, , 
2 = Ç + a"x, + b"y, + c"z, . 

Tous les angles 1, fn, v et X, fji,, v se tronvent ainsi ex- 
primés en fonction des seules coordonnées x,, y,, x,. II reste 
à écrire m^iintenant qnll s'agit bien d'âne normale com- 
mune, et non de denx normales distinctes menées aux deux 
snrfiaces par nn même point. Par conséquent, on a entre les 
deux séries de cosinus les relations : 

C08), = 0C0sX + û'C08/jL + 1I"60»V, 
C«Sp, = frCQsX'1-6'CMfl-|-&"C«SV, 
cos v, = c cos X + c" COS ft + ic" ow » . 

Ces relations établissent que le cosinus de l'angle que.fait 
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lu noi-mulc avec chacun des axes mobiles est égal à lu somme 
des produîis des cosinus, deux à deux, des augles formes 
avec les trois axes fixes par ladite normale et par l'axe mo- 
bile coDsidéré. 

Si l'on conçoit que dans ces relations tous les cosinus 
X, y., V, X,, lu, V, soient remplacés par leurs valeurs précé- 
dentes eu fonction de x,, tj.y z,, on aura trois équations qui 
détermtnerout les valeurs de ces trois coordonnées. 

Finalement, il ne reste plus, comme inconnue supplé- 
mentaire, que l'inlensité de la force K. Or, si l'on a ainsi 
UDfi inconnue de plus dans les équations du moRvemcpl, 
on a en revanche, entre les trois coordonnées, une relatiou 
de plus, ^«,, ïn Zr)^o, laquelle complétei'a le système 
de relations nécessaires pour la détermination de toutes les 
quantités delà question. Il esta remarquer que, si l'on vou- 
lait faire en même temps usage de la relation [{x, y, x)=o, 
OH n'obtiendrait aucune équation nouvelle distincte, puisque 
déjà, dans le cours du calcul qui précède, on a cxpiimé que 
le point est commun aux deux surfaces ; par conséquent, 
il est indiiférent d'établir à la An que les coordonnées de ce 
point satisfont à l'équation de l'une ou de l'autre desdites 
surfaces. 

328. — Un cas particulier intéressant est celui ou toutes 
les foi'ces données se réduisent à la seule pesanteur (appli- 
quée conséquemment au centre de gravité), où la surface 
d'appui est un plan horizontal, et où le point de contact, 
variant sur te plan, ne varie pas sur la suiface du corps, de 
telle sorte que le mouvement de ce dernier se réduit à un 
glissemoit sur le plan, combine avec une roution autour du 
point de contact. 

Les équations générales se simplifient considérablement, 
comme on va le voir. 

Prenons poiu' axes fixes trois dmites rectangulaires, dont 
deux, celles des t et des y, soient situées dans le plan. Vre- 
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nons toujours pour axes mobiles les axes principaux dn 
corps, et soit a, €, y les coordonnées consUintes ie ce 
point, par rapport aux axes mobiles. 

La direction de la force K étant nécessairement verticale, 
on aura : 



C08/. = 0, 


C08 ;j. = , 


C«S1' = ( 


ces )„ =. a" , 


CO.f.. = J", 


COS V, = 


ÏX = 0, 


iï = 0, 


2Z = 



Quant h l'équation du plun, elle se réduira à 2=^0. 

Cela posé, les trois équations (1) du numéro précédent, 
qui drtfrmincnl le mouvement du centre de gravité', de- 
viendront : 



Les deux premières équations montrent que le mouve- 
ment horizontal du centre de gravité sera rectiligne et uni- 
forme. Quant à sou mouvement vertical, il dépendra à 
chaque instant de la réaction K développée normalement 
par le plan. 

Quant aux trois équations (2) qui concernent la rotation 
autour du centre de gravité, elles prendront une forme éga- 
lement plus simple, mais qui dépassera néanmoins toutes 
les ressources connues de l'analyse. En sorte que les solu- 
tions précédemment indiquées doivent être considérées 
comme purement théoriques, et destiuées uniquement à 
montrer le véritable état de la question. 

Les intégrations ne deviendront possibles que lorsque I« 
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eolMe sera boaH^ène et compris sovs une sarface de réro- 
. lulion : ce qMÎ ai le cas de la toupit. Encore, rant-il remar- 
quer que nons n'avons pas lean compte dn frouement qui 
s'eseroe entre le pbn et le point par leqnel le solide appuie 
sur loi. 

32V. — ÉqBlllbre. — La recherche des conditioDS d'é- 
quilibre est beaucoup plus simple et en même temps beau- 
coup plus utile daos la pratique que la théorie à laquelle 
nous venons de ooos livrer. On peut, pour celte élude, se 
dispenser de recourir aux équations diflërentielles de la ro- 
tation autour du centre de gravité, et se borner à considé- 
rer les six équations générales relulîves à tout corps solide. 
Si l'on y représente pur X,, Y,, Z, les composantes , suivant 
trois axes 6xes, de la réaction de ta surface d'appui, et par 
^o Vit 'i 1^^ cDordoflflëes du point de conluct, la condition 
de l'équilibre s'obtiendra, suivant l'usage, en exprimant que 
l'ensemble des forces extérieures, combine avec la force 
de réaction, n'influe pas sur le mouvement du solide, ce qui 
donne les six équations : 

l\ + \^ = o , 2Y-f-Y,=o, 2Z = Z, = o, 
l(ix~ \y) + Y.a-, — X,y, =0 , 
1 {Xz — Zx)+ X^z, — Z,x, = O , 
I(Zy-Yi) + Z,,,-Y,ï,=o. 

Sans effectuer aucun calcul, on voit immédiatement que 
ces six équations sont celles qu'on a posées au n" 3i2 pour 
exprimer que toutes les foi'ces extérieures ont une résul- 
tante unique — X,, — Y,,— Z,, dont la direction passe par 
le pointd!,, y,, z,. Ainsi, la condition d'équilibre, c'est que 
toutes les forces appliquées au solide se n^duisentâ une seule, 
normale t la surface Axe au point de contact, et égale et 
directement opposée à la force de réaction de la surface. 
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Lorsque cette condîtiou est satisfaite à toute époque du bioh- 
vement, le solide est dans le même état que s'il n'était soUh 
cité par des forces d'aucune espèce, c'e^t-à-dire que son 
centre de gravité se meut uniformément eu ligne droite, et 
qu'il tourne en même temps autour de ce centre, confor- 
mément aiix lois déjà connues. 

Si nous supposons que, pour louie position du corps pen- 
duiit ce mouvement, le point d'application de la résultante 
de toutes les forces extérieures reste absolument le même 
dans l'intérieur du corps, il résulte de ce qui précède 
que la normale menée au point de contact, à un instant 
quelconque du mouvement, passera toujours par un certnin 
pointdu corps, qui est précisément ce point d'upplication. 
Mais comme celle normale à la surface fixe est eu même 
temps une normale à la surface du corps, il s'ensuit, lors- 
que le point de contact se déplace sur le corps, que tontes 
les normales menées par ces divers contacts successifs se 
rencontrent en un même point. Tous ces contacts, distri- 
bués à la snrf^ice du corps, appartiennent donc à une s^ère 
dont le point en question est le centre. De là cette consé- 
quence, que toutes les fois que le point d'application de la 
résultante ne change pasdans l'intérieur du corps pendant 
son mouvement, ce corps ne peut se mouvoir d'une manière 
quelconque sur la surface &xe , sans altérer l'équilibre , 
qu'autant qu'il est compris sous une enveloppe sphérique. 

C'est ce qui arrive, notamment, pour un corps qui roule 
sur un plan horizontal et qui est sollicité seulement par la 
pesanteur. Pour que cette pesanteur soit constamment équi- 
librée, il faut que le centre de gravité soit toujours sur la 
verticale du point de contact, c'est-à-dli'e que le corps doit 
être une sphère homogène. Alors 41 peut rouler d'une ma- 
nière quelconque sur le plan, sans que le mouvement uni- 
forme et rectiligne de son centre de gruvilé soit aucune- 
ment altéré par l'action de son propre poids. 
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On se fonde sur ce principe pour vériAer la loi d'îiicilie. 
En effet, dans te deuxième chapitre du premier livre, nous 
avons dit qn'on pouvait constater cette loi en observant le 
mouvement en bloc d'une spbcre qui route sur un plan 
très-poli. Cette expérience serait impossible, sans l'exacli- 
tude du résultat que nous avons présente. 

Quant à la réaction que développe, dans tous les cns, la 
surface sur laquelle s'appuie le corps quelconque dont les 
forces sont ainsi équilibrées, il est évident qu'elle est égale 
et directement opposée ù la résultante unique de toutes ces 
forces. 

Remarque. — Il n'est pas inutile de faire ressortir que, 
dans cette théorie de l'équilibre aussi bien que dans celle 
du mouvement, on fait abstraction du fi-ottemenl qui résulte 
du contact des deux corps. Ce frottement, qui, dans la pra- 
tique, n'est jamais rigoureusement nul, a pour résultat de 
modifier toutes les conclusions précédentes, puisqu'il intro- 
duit dans les équations une force tangentielle qui agit ù la 
fois sur ta translation du centre de gravité et sur la rotation 
autour de ce centre. Mais de semblables questions sortctil 
du <tomaine de la mécanique rationnelle et rentrent dans 
celui de la mécanique appliquée. Aussi en renverrons- nous 
l'examen Ji cette dernière partie. C'est alors que se présen- 
teront natnrellement les problèmes du genre de ceux qui 
concernent les effeU du jeu de billard. 

230. — Nous supposerons maintenant que le solide s'ap- 
pnie sur une surface fixe par deux de ses points. 

Nous restreindrons la question au cas d'un corps en re- 
pos, soumis à des forces qui doivent être équilibrées par les 
reactions de deux points d'appui pris sur un plan. L'étuda 
du mouvement est dépourvue d'intérêt réel, tout en offrant 
d'ailleurs des difllcultés du même ordre et plus grandes en- 
core que celles que nous avons rencontrées pour un point 
decontact unique. 
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ChercboDs les conditions que doivent remplir les forces 
extérieures pour rester en équilibre. 

Nous choisirons le plan fixe pour plan des xy, nous fe- 
rons passer l'axe des x par les deux points de contact, et 
nous placerons l'origine des coordonnées sur l'un d'entre 
eux. Les deux réactions normales du plan fixe seront alors 
pni-allèlcs à l'axe des z. Nous désignerons pur a la distiince 
des deux points de contact. 

Cela posé, les formules généi'ales de l'équilibre devront 
exprimer que les foi'ces appliquées au solide , et les'denx 
réactions Z„ Z^ du plan fixe, n'influent pas sur l'état dn 
corps. On aura donc, en tenant compte des réductions que 
détermine le choix des axes : 

IX = o, 2Y = u. 2Z + Z, + Z,= o, 

2{Yx — Xy)=o, li\z — Za) — Za=0, 2(Zy— Y2)=0. 

Noas-voyons immédiatement que, si l'équilibre a lien , la 
condition fondamentale d'une résultante unique (n" 21 3) est 
toujours satisfaite. Aiusi, ie groupe 2X, 2Y, 2Z des foi'ccs 
appliquées au solide doit toujours se réduire fi une seule, 
pour que l'équilibre puisse avoir lieu sur les deux poinis 
d'appui. D'ailleui's, celte résultante nni<>ue est nécessaire- 
ment normale au plan fixe, comme le montrent les deux pre- 
mières équations 2X=o, 2Y — o, qui expriment que la 
i-ésultaote ne fournit aucune composante duns le plan àe, 
ry. En outre, la quatrième et la sixième équation font voir 
que cette résultante ne donne naissance à aucun moment 
dans les plans des xy et des yz, tandis qu'elle en donne un 
dans celui deuxt. Donc elle est située dans te plan même 
des xz. La troisième équation indique que son intensité est 
égale et de signe contraire à la somme des intensités des 
deux réactions. Il en résulte que la cinquième équation fera 
eonnatire sa distance à l'origine des cooi-donitées , pnis- 
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qu'en tenant compte dans cette équation des résultau précé- 
dents, savoir : £X=oet2Z = — (Zj + Z»), elle devient : 

(Z. + Z,)» — Z,fl = o, d'où: x = a ^ ^ . 

Donc la résultante rencontre l'axe des ar entre les deu\ points 
d'appui et partage l'intervalle a en longueurs inversement 
proportionnelles aux intensités des réactions Z( et Z,. 

Ces couclusions sont évidentes à priori .■ car les deux . 
réactions du plan constitnent deux, forces parallèles ; elles 
ont donc une résultante unique égale à leur somme et qui 
partage leur distance en raison inverse de leurs grandeurs. 
Pour que les forces appliquées au solide fassent équilibre i 
ces réactions, il faut qu'elles se réduisent à une seule, égale 
et directement opposée à la résultante de ces dernières. 

La connaissance des forces extérieures, et par suite de 
2.Z et de x permet toujours de déterminer la valeur des 
réactions qui se développent au point de contact : car ou a : 

Z, = 2Z-, 

a 

Z, = 2Z— Z,ts=2Z^-=^. 

231. — Supposons maintenant que le solide s'appuie sur 
le plan par autant de points qu'on voudra. 

Comme précédemment, nous prendrons le plan fixe pour 
plan des :r^, nous placerons l'origine à f un d'eux, et nous fe- 
rons passer l'axe des x par un des autres points, tel que tous 
les contacts soient laissés d'un même côté de cet axe, par 
exemple vers les y positifs. 

SoitZ,,Z,, Z„ Z(... les réactions des divers points d'appui, 
0| l'abscisse du second point que nous supposerons sur l'axe 
des T, «3 et ^3 les coordonnées dn troisième, a^ et £j celles 
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du quatrième ; et aiu&i de &nite. Les sis équations générales 
d'équilibre seront : 

1\=0, 2Y=0. 2Z-)-Z,-+-Z,+Za-+-Z^+....= 0, 

2(Yx— Xi/)=o, 2{Xz— Z»)— Z^— Z^Bj— Zjfl,— ....=0 , 
1 (Zy— ïz) +Z,A,+ ZA + = - 

Od Toit d'abord, comme tout à l'heure, que toutes les 
forces appliquées au système ont une résultante unique, car 
l'équation de condition est satisfaite , si l'équilibre est sup- 
posé avoir lieu. 

Les deux premières équations ci-dessus montrent que 
cette résultante unique est normale au plan ; la troisième , 
que son intensité est égale et de signe contraire à la soinme 
des intensités des réactions ) la sixtèoie, que l'ordonnée y de 
son point de rencontre avec le plan des ;ey a pour valeur 



Z, + Zj+Z,4-. 



quantité essentiellement positive, puisque toutes les réac- 
tions ont le même signe, et que les ordonnées b„ b^,.,.%oa^, 
par hypothèse, positives. Ainsi .le point de rencontre de la 
résultante umqne est situé du même cdté de l'axe des x que 
tous les points d'appui. Comme ou peut répéter le même rai- 
sonnement en faisant passer l'axe des x par deux quelcon- 
ques de ces points el laissant (ous les antres d'un même ciïté, 
il en résulte que le point de rencontre tombe dans l'intérieur 
du polygone obtenu en joignaol deux à deux les points d'ap- 
pui les plus extérieurs. 

Ce sont là des conclusions évidentes à priori, car les réac- 
tions développées aux diOërents points d'appui constituent 
autant de forces parallèles de même sens, dont la résulunte, 
égale à leur somme , ne peut , d'après la composition des 
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forces, qne tomber dans t'iatérieur du périmètre gui cir- 
conscrit tous les points d'application. 

Si l'on veut déterminer la valeur des réacltons correspon- 
dant aux divers appuis, on aura les trois équations ; 

2Z + Z,+ Z, + Zj+Z, + =0, 

X i;z-HZ^ + z^-i-z,(i,-t- =0, 

y IZ + Zjèj-l-Z,*,-!- =0. 

D'après cela, )e problème sera indéterminé tontes les fois 
qu'on aura plus de trois points d'appui : car, avec trois équa- 
tions seulement, on ne pourra déduire la valeur de plus de 

trois des inconnues £,, Z^, Z^, Z, Mais, quelle que soit 

l'iadéiemii nation , elle ne portera jamais sur la somme de 
ces réactions, qui doit, dans tous les cas, être égale et con- 
traire à la résultante des Torces du système. 

Lorsqu'il n'y a que trois points d'appui , mais que ces 
points sont en ligne droite, la même indétermination se pré- 
sente, parce que, l'ordonnée h^ étant nulle, les trois équa- 
tions ci-dessus se réduisent aux deu<( premières : en sorie 
qu'il est impossible d'assigner la valeur des réactions qui se 
développent séparément dans les trois appuis. 

Remarque. — L'indétermination que nous venons de 
signaler, soit dans le cas de trois points en ligne droite, soit 
daus le cas d'un plus grand nombre de points distribués 
d'une nianièrc quelconque sur le plan , constitue ce qu'on 
a nommé quelquefois an paradoxe de staiiqne; en ce sens 
que, lorsqu'un solide s'appuie sur nn plan , la pression ac- 
tuelle qui en résulte pour chaque point de contact a évidem- 
ment une certaine intensité déterminée, qui ne change pas 
tant que l'état du solide n'est pas altéré, et qui conséqunn- 
raent n'a pas, en fait, cette valeur ariiitraire que le calcul 
semble indiquer. 

Mais ce prétendu paradoxe n'en est pas un, et ne tient en 
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réalité qu'à rillogisme de notre propi-e raisonnement, qui 
nous Tait établir une confusion vicieuse entre les solides théo- 
riques et les solides effectifs de la nature. Quand nous di- 
sons qu'un corps appuyé sur un plan te presse d'une façon 
essentiellement déterminée, nous avons en vue tacitement 
les corps physiques, puisque c'est sur eux seulement que nos 
expt'riences ont pu s« faire , et que , par suite , notre senti- 
ment à cet égard a pu se former. Dès qu'il s'agit d'objets 
mathématiquement rigides, constitués en dehors de toutes 
les conditions observables , nous n'avons aucune idée à 
priori du mode de distribution qui peut se faire de la pres- 
sion totale entre les divers points de contact. Or ce sont jus- 
tement CCS corps théoriques qui figurent dans les calculs 
précédents. Il est donc absurde de vouloir transporter les 
i-ésultats qui les concernent aux corps réels qui ont donné 
lieu en nous à un sentiment tout différent, provenant d'une 
expérience journalière des faits physiques. Pour peu qu'on 
réfléchisse à l'état d'un corps véritablement rigide, appuyé 
sur un plan non moins rigide que lui , on s'apercevra que 
dès que trois points d'appui , nécessaires et suffisants pour 
déterminer la position géométrique du corps et du plan, sont 
assignés à priori, tout autre contact suppicmeniaire qu'on 
supposerait s'établir entre le corps et le plan n'ajouterait 
rien à l'élat primitif, et que dès lors les pressions entre ces 
quatre points peuvent être conçues réparties d'une manière 
absolument arbitraire , pour laquelle le calcul ne doit rien 
apprendre. 

Si dans la nature il en est autrement, et si les pressions 
en chaque appui reçoivent des valeurs déterminées, c'est 
parce que les corps et leui's supports se déforment toujours 
légèrement, et que, se moulant, pour ainsi dire, les uns sur 
les autres, ils s'étreignent et se compriment en conséquence 
de ces flexions : se comportant alors comme des systèmes 
dynamiques, dans lesquels autant de points qu'on voudra 
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peuvent être soamis à des force» d'assujeUissementdétemii-'' 
nées, ce qui a pour résulut oécessaire d'établir entre les 
forces intérieures des valeurs convenables correspondantes. 
C'est donc h tort que, dans la théorie qui précède, l'illuslre 
d'Âlembert accusait l'insuffisance du calcul pour résoudra 
la quesUon qu'on s'éuit proposée. 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



CHAPITRE IIL 



NOUVEAU POINT DE VUE DE LÀ MÉCANIQUE DES SOUDES 
GËOM£TIU(H''E&, OU TBËORIE DES COUPLES. 



L'objet de ce chapitre est de rendre compte, d'une autre 
manière, de Taction des forces appliquées aux solides géo- 
métriques. Par une conception tt-ès-ingénieuse, celle des 
Couplet, due à M. Poinsot, on réussit à interpréter avec une 
grande lucidité la plupart des résultats analytiques de la mé- 
canique des corps solides. On pénètre, en quelque sorte, 
plus intimement dans la partie concrète du phénomène, et 
l'on saisit mieux les râles respectifs des divers éléments qui 
y figurent. 

Définitîont. 

333. — On nomme couple l'ensemble de deux forces 
égales, parallèles et inversement dirigées, appliquées en 
deux points d'une tige rigide et invariable, ou, ce qui revient 
au même, appliquées en deux points quelconques d'un so- 
lide géométrique. 

Cette conception n'est pas arbitraire, comme on pourrait 
le croire au premier abord, mais on y est conduit naturelle- 
ment par la réducUon générale des forces qui sollicitent un 
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solide. Nous avons vu, en effet (n° 212), que, quelles que 
soient ces forces, elles sont loiijours réductibles a deux scu- 
lemenl, non situées dans le même plan. Itien n'empêche de 
remplacer une de ces deux rësultiiutes pai- deux compo- 
sâmes, dont l'une soit égale, parallèle et contraire à la se- 
conde résultante, et l'autre déterminée en conséquence. 
Ainsi, au lieu de deux forces, on en a trois actuellement , 
parmi lesquelles deus constituent ce que nous avons appelé 
un couple. On peut donc concevoir les forces quelconques 
appliquées à un solide comme réductibles, d'une inRnité de 
manières, en deux éléments moteurs bien distincts : l'un de 
ces éléments n'est qu'une force ordinaire, l'autre est le sys- 
tème de deux forces égales, parallèles et conti-aires, c'est-à- 
dire un couple. 

Dès lors il est naturel de se demander si ce second élé- 
ment moteur n'aurait pas ses lois spéciales, analogues à 
celles qui régissent les forces simples, et qui pourraient être 
établies directement comme l'ont été ces dernières. On en- 
trevoit en même temps que cet élément moteur pourmit 
bien jouer dans la rotation un rà\a correspondant à celui 
de la force ordinaire dans la translation, et qu'il y aurait 
matière ù une interprétation nouvelle, des formules analy- 
tiques. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ce point, qui sera 
éclairci plus tard, et nous reprendrons l'ordre de nos défi- 
nitions. 

Dans le couple, l'inclinaison des forces sur la droite qui 
joint leurs points d'application, est tout à fait arbitrairei 
mais, comme, sans rien changer à l'action de chacune d'elles, 
on pourrait transporter leurs points d'application le long de 
leurs directions, de façon h ce que la droite qui les joindrait 
fût perpendiculaire à la direction commune, nous supposc- 
ixins désormais que les forces sont appliquées sur cette pei"- 
pendiculaire elle-même. 
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On nomme bra» de levier du couple la longueur de la 
pei^icndiculaire comprise entre les deux forces. 

Ou dil qnc deux couples sont égaux lorsqu'ils ont mêmes 
forces et même bras de levier. 

On dit qu'un couple est double, triple,... d'un autre lors- 
qu'il a même bras de levier, et que sa force est double, iri- 
ple,.'- de la force de cet autre. 

h'vntlé de couple adoptée est le couple qui a pour forces 
deux forces égales à l'unité ( le kilogramme ), et ponr bras 
de levier une longueur égale h l'unité ( le mètre ). 

Tous les couples qui auront pour bras de levier l'unité de 
longueur seront donc susceptibles, comme les forces elle^ 
mêmes, d'être exprimés numériquement par leur comparai- 
son avec l'unité de couple. Un couple égal à n sera un cou- 
ple ayant pour bras de levier un mètre et pour forces deux 
forces parallèles égales chacune à « kilogramme- Nons 
verrons plus tard comment seront évalués les couples qui 
ont des bras de levier différents. 

On appelle moment d'un couple le produit de la mesure 
d'une de ses forces par la mesure de son bras de levier. 

Il ressort de là que le moment de l'unité de couple sera 
repi-ésenlé par 1, aussi bien que ce couple lui-même; et que 
le moment d'un couple égal à n sera pareillement repré- 
senté par n. Ainsi, les couples, évalués comme nous venons 
de le faire, peuvent être représentés par leurs momeuts. — 
Nons ne parlons pas naturellement des moments qui corres- 
pondent à des bras de levier autres que l'unité : ainsi que 
nous l'avons dit ci-dessus, la question est provisoirement ré- 
servée : en sorte que deux moments numériquement égaux 
ne représentent des couples égaux qu'autant que ces der- 
niers ont le même bras de levier. 

Remarque. — De même que deux forces égales, appli- 
quées à un même point et prises en sens contraires, se font 
équilibre, de même aussi deux couples égaux, appliqués à 
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un même solide et agissant en sens contraires, se font éqni- 
libre : car, si l'on fait coïncider les bras de levier, les quatre 
forces égales des Aem couples se trouveront opposées deux 
à deux sur le même point, et par suite se détruiront. 



Pr»p*Bltlen preaiière. 

233. — L'effet d'un couple sur un solide libre est de pro- 
duire une rotation antonr do centre de gravité. 

t'est HBc conséquence directe de ce que les deux forces 
du couple sont égales, parallèles et de sens opposés. Elles 
ne fournissent donc, suivant une direction quelconque, que 
des composantes égales et de signes contraires, dont la 
somme algébrique est nécessairement nulle. Par suite, le 
ceatre de gravité demeure immobile. Comme d'aillenrs les 
deax forces du coople ne se font pas équilibre, puisqu'elles 
DC sont pas appliquées an même pmnt, le solide ne reste pas 
en repos, et il tourne conséquemment asloar de son centre 
de gravita comme autour d'un point fixe. 

Remarque. — Ou peut dire que le couple e^ l'élément 
de la rotation des solides libres, comme la force est l'élé- 
ment de la translation des points matériels libres. 



Prop«Blll«B denxIiHiet 

23^1. — Deux couples égaux appliqués successivement 
dans un même plan ou dans des plans parallèles, sur un 
même solide, sont équivalents, c'est-à-dire déterminent le 
même mou\ement dn solide. 

Je vais, pour le prouver, faire voir que, si on les applique 
simultanément et en sens contraires, ils se feront équilibre; 
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ce qni dëmoatrera l'équivalence, d'après la proposition gé- 
nérale du n' iS3. 

Considérons d'abord deux couples égaux, dont les milieux 
des bras de levier coïncident. Soit AB et CD, ces deux 
1 p bras de leviers se coupant 
en leurs milieux 0; et P 
l'intensité absolue commune 
aux quatre forces des deux 
couples. — Poupabrégerle 
1 discours, nous désignerons 
B parAB(P,— P)leco«plequi 
a pour bras de levier AB, 
et pour forces P et — P, qui 
ag;issent en sens contraires; 
de même l'autre couple sera 
rig. ao. désignéparCD(P,— P).Ce8 

notaUons seront d'un usage fréquent par la suite ; il foiidra 
se rappeler que la parenthèse, ainsi rapprochée du bras de 
levier, ne correspond à aucune idée de muhiplication. — 
Les deux couples que nous considérons ici sont appliqués 
en sens contraires, puisque Tau tend à faire tourner de 
gauche à droite, et l'antre de droite à gauche : nous allons 
montrer qu'ils se font exactement équilibre. 

En effet, prolongeons les directions des forces jusqu'en H 
et I. A cause de la symétrie de laTigure, ks deux longueurs 
01 et OH seront en ligne droite. Or, les choses se passant 
sur un solide géométrique, on peut transporta les forces en 
H et en I. Mais les deux forces qui concourent en I ont une 
résultante, te long de IH, laquelle est évidemment égale et 
directement opposée à la résultante des deux forces qui con- 
courent en H. Il suit de là que, si le couple CDCPi ~ P)» 
agissait dans le même sens que le couple AB(P, — P), au 
lieu d'agir en sens contraire, il lui serait parfaitement équi- 
vaient. Passons actuellement au cas général. 
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Soii doue les deux couples A B (P, — P), CD (P,-P), 
agissant en sens conlrnires, dans le même plan ou dans des 
plans parallèles du solide. Je dis qu'ils se font équilibre. 
Kn effet, menons par le milieu de AB la droite A'B' 
égale et parallèle à CD, 
et remplaçons le couple 
AB(P,— P)par le couple 
A'B'(P,— P), qui lui est 
équivalent , d'après ce 
qui précède, il est clair 
que les forces de ce nou' 
veau couple seront paral- 
lèles à celles do couple 
CD {P, — P), puisque, 
par hypothèse, elles sont 
situées dans le même 
plau ou dans des plans parallèles, et qu'eu outre, par cous- 
truî^tion, elles sont perpendiculaires à la même direction CD 
ou A'B'. Cela posé, comme tout se passe sur un solide géo- 
métrique , les points A', C, D cl B' sont invariablement 
unis. Les deux forces parallèles et de même sens, appliquées 
en G et B', pourront être remplacées par une seule dirigée 
suivant GI, et qui sera égale et opposée à la résultante des 
deux forces appliquées en A' et D. Donc le couple CD(P, — P) 
fait équilibre au couple A' B'(P,—P}, et, par suite, au couple 
Afi(P, — P). Donc, pris dans le même sens que ce dernier, 
il lui serait équivalent; ce qui est justement la proposition 
à démontrer. 

C'est cette propriété qu'on énonce en d'autres termes en 
disant qu'un couple peut être transporté comme on voudra 
dans son plan on dans tout plan parallèle, sans changer son 
action sur le solide. 

Seinarque.— On peut considérer cette proposition comme 
correspondant à l'axiome d'après lequel la force unique 
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peut être ti'ansportée ea un point quelconque de sa direction. 
235. — Attire remarqve. — La dcmonstialioii qui pré- 
cède s'appuie sur lu composition des forces pai'allèles, {fui a 
été déduite de la théorie générale du mouvement des corps 
solides, au chapitre I" du présent livre. Si l'on voulait édi- 
fier la théorie des couples sans passer par les propositions 
dont nous parlons, on pourrait aisément établir d'une ma- 
nière directe la composition des forces parallèles, en se ba- 
sant uniquement sur la composition des forces concourantes 
appliquées à un solide invariable. Parmi les diverses dé- 
monstraiions applicables à ce point de vue, nous présente- 
rons la suivante , qui nous parait avoir l'avantage de se rat< 
tacher plus intimement à In théorie des forces concourantes 
elles-mêmes. 

Soit AP et AQ les droites qui ropréscntcitt en grandeur 
et en direction deux forces P 
et Q appliquées sur un solide, 
et concourant au point .4. On 
sait que la résultante est re- 
présentée en grandeur et on 
direction parla diagonuleAR 
du parallélogramme APRQ. 
Cela posé, traçons sur lo 
solide une droite quelconque 
BC, cgalcmefit inclinée sur 
chacune des deux forces P et 
Q, et cherchons la position du point D où la direction de 
la résultante vient couper celte droite ItC. 

Désignons l)C par «et BD par .v : menons parle point R 
la droite IH parallèle à BC. 

On a BD:DC::IR:nH::IO:QA. 

MaiaIQ=QR, car les angles QIR et QRI sont égaux 




Fig. 02. 
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puisque IR est (•gaiement inclinée sur AI et QR. Donc IQ est 
égal à la Torce P. D'un autre côté, QA est égal à la force Q ; 
donc 

BD:DC::P:Q, oa x : a — x :: P : Q , 
d'où l'on tire sans difficulté : 

— P _ _ "q 

" "v+Q' ** *— "p+Q • 

c'esl-à-dire que la résultante divise BC en parties inverse- 
ment proportionnelles aux forces Pet Q. Quant à son inten- 
sité, elle est évidemment égale à l-'P'+Q'-|-2PQco#PAQ. 
Or, puisque tout se passe sur un solide , rien n'empêcbe 
de transporter les points d'applicaUon des forces P, Q, R , 
(même fig. 62) respective- 
ment en C, B et D; et de 
les concevoir agissant le 
long deCP', BQ' et DR'. 
Ces résultats subsistent 
quelle que soit la position 
du point A, c'est-à-dire 
quelles que soient les in- 
clinaisons des forces C F, 
BQ" et DR' sur la droite 
BC. 

Or, supposons que ce 
point s'éloigne à l'infini ; 
alors les deux droites CP' 
- et BQ' seront parallèles, 
' perpendiculaires b. BC, et 
leur angle sera nul. L'in- 
tensité de la résultante 
R sera alors égale à 
^'- "■ i/pî+Qi_,-2PQ=P-»-Q. 

Sa direction sera parallèle aux deux autres forces, et son 
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point d'application continuera ù partager la droite BC en 
parties inversement proportionnelles aux grandeurs de ces 
forces. 

Si Pet Q agissaient en sens contraires (fig. 63), les mêmes 
raisonnements se feraient sans difficulté pour t'angle C A B 
supplément de CAB, et l'on arriverait au résultat connu 
de la composition des forces parallèles inversement dirigées. 
C'^t ce qu'on peut vérifier sur la figure ci-contre, laquelle 
s'adapte, sans changer une seule lettre, à la démonstration 
précédente. 

Proposlllon irolsl^ine. 



236. — Deux couples de moments égaux et de même 
sens, agissant dans un même plan ou dans des plans paral- 
lèles, sont équivalents. 

Il est question, bien entendu, des couples dont les Torcss 
et les bras, de levier diffèrent : car, si les bras de levier 
étaient égaux , les forces seraient égales , d'après l'égalité 
supposée des moments : on retomberait ainsi sur la propo- 
sition précédente. 

Pour prouver le théo- 
rème actuel, nous allons 
faire voir que les deux 
couples, pris en sens 
contraires , se feraient 
£ équilibre sur le solide. 
£n effet , admettons 
d'abord que les deux 
couples soient situés de 
telle sorte que les milieux 
de leursbrascoïncîdentet 
que les directions de ces 
P)etCD(Q,-Q) 
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bras se confondent. Soit donc Afi (P, 
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deux couples agissant en sens contraires , et tels que 
P.xAI!=QxCD,ouP:Q::CD:AB. Les deux forces Pet 
Q étant {>arallèles auront une résultante uniqtle, égale à 
leur somme et appliquée au point qui divise BC en parties 
inversement proportionnelles à leurs intensités. Il est visible 
que ce point n'est autre que le milieu commun des deux bras 
de levier : car, BO etCO élant respectivement égaux à la 
moitié de A B et de G D, on a : 

CO : BO :: P:0, 

en vertu de l'hypothèse Taite sur les moments. 

Les deux forces — P et — Q ont de même une l'ésultante 
unique, appliquée au même point 0, et qui est égale et direc- 
tement opposée à la précédente. Les forces des deux couples 
se font donc équilibre. On en conclut que, si les deux couples 
agissaient dans le même sens, ils seraient équivalents. 

Cela admis, remarquons que, si les deux couples donnés 
n'avaient pas tout d'abord la disposition spéciale adoptée 
sur la figure , rien n'empêcherait de remplacer l'un d'eux 
par un autre identique , placé dans son plan on dans tout 
plan parallèle , et qui remplirait la condition ci-dessus. La 
démonstration est ainsi tout à fait générale. 



Conséquence». 

1° Un couple quelconque peut toujours être remplacé par 
un autre dont le bras de levier est égal à t'unité de Ion- 
gneur et dont la force est par conséquent exprimée par le 
nombre qui représente l'ancien moment. 

T L'évaluation df s couples peut être remplacée par celle 
de leurs moments : car tout couple étant ramené à avoir 
pour bras de levier l'unité est, par définition, mesuré par 
la grandeur de sa force actuelle : or, cette force est jusle- 
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ment exprimée par te nombre qui représeute te moment 
donné. Ainsi se trouve étendue 3U\ couples de bras inégaux 
la mesure adoptée d'abord pour les couples de même bras. 

3' Autant de couples qu'on voudra, situés dans un seul 
plan ou dans des plans parallèles, peuvent être remplacés 
par un seul, dont le moment est égal à la somme de tous 
les moments donnés; car on ramènera tous ces couples à 
.avoir pour bras commun une droite égale à l'unité de lon- 
gueur, et pour Torces des forces égales aux moments respec- 
lirs. Par suite de lu coïncidence des bras, les forces, se trou- 
vant ainsi appliquées aux mêmes points et sur la même di- 
rection, s'ajouteront ou se retrancheront, suivant le sens, et 
constitueront un couple unique dont la force ou le moment 
sera exprimé par la somme algébrique des moments don- 
nés. 

Celte conséquence correspond exactement au deuxième 
axiome du premier chapitre, qui consiste en ce que des 
forces appliquées ù un même point, le long de la même 
droite, s'ajoutent ou se retranchent, suivant te sens dans 
lequel elles agissent : ce qui revient à dire que la résul- 
tante est égale à la somme algébrique de toutes les forces 
données. 

Il est inutile d'ajouter que le couple résultant, supposé 
ramené à on bras de -levier égal à l'unité, peut actnclle- 
ment être remplucé par un couple de bras et de force quel- 
conque, mais de moment équivalent. 

^1° Un couple peut toujours être décomposé en autant de 
couples qu'on voudra, dans un même plan ou dans des plans 
parallèles. Il sufBt que la somme algébrique des moments 
des couples composants soit égale au moment du couple 
donné: 
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237. — Deux couples situes dans deux plans qui se cou- 
pent sous un angle quelconque se composent toujoura en 
un seul; et, si l'on représente leurs moments par deux droi- 
tes faisant euire elles le même angle que le plan des couples, 
et qu'on construise le parallélogramme, la diagonale repré- 
senter^ en grandeur le moment du couple résultant et en 
direction le plan d»ce même couple. 

Observons d'abord que, puisqu'un couple peut toujours 
être remplacé par un autre, de moment équivalent, situé 
comme ou voudra dans son plan, rien n'empêche de suppo- 
ser que les deux couples donnés ont un même bras de levier 
placé sur l'interseciion des deux plans ; de telle sorte que la 
force de l'un foit avec la force de l'autre un angle précisé- 
meut égal à celui des deux plans. Cela résulte de ce que les 
deux forces sont perpendiculaires à leur commun bras de 
levier, et de ce qu'elles sont respectivement contenues dans 
les plans des couples. 
Actuellement la démonsu-ation devient fort aisée: car soit 
AB le commun bras, pla- 
cé sur l'intersection II, el 
(P,-P),(Q,~QjieB 
B forces des deux couples, 
dont les plans sont cou- 
séquemment figurés par 
PAI etQAI. Construi- 
sons le parallélogramme 
PAQR, dans lequel les 
côtés, qui représentent 
Fig- 8s. |gs forces, représentent 

aussi les moments des couples, puisque ces couples ont 
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même bras. Je dis que AR peprésentera la force ou le mo- 
ment de ce couple résultant, et que le plan de ce couple 
sera Sguré par RAI. En effet, les deux forces P et Q peu- 
veat être remplacées par la force R, et d'après les lois con- 
nues de la composition des forces concourantes. De même 
les deux forces — P et — Q peuvent être remplacées par la 
force — H, obtenue par la consti'uclion du parallélogramme 
symétrique. Donc les deux couples peuvent élre remplacés 
par le couple unique A B ( R, — R), lequel répond aux con- 
ditions du théorème. 



Contéquenceg. 

1° Réciproquement, on pourra toujours remplacer un 
couple par deux autres situés dans deux plans qui se rencon- 
trent avec le premier suivant la même intersection ou sui- 
vant des intersections parallèles. 

î° Autant de couples qu'on voudra, situés d'une manière 
quelconque sur un même corps, pourront toujours être i-é- 
duiis à un seul : car il suffit de les composer successivement 
deux à deux. 

238. — On peut exprimer plus simplement le théorème 
qui précède, en adoptant un autre mode de représentation 
graphique des couples. 

Remarquons, en effet, qu'un couple pouvant être trans- 
posé comme on voudra dans son plan ou dans tout plan 
parallèle, il suffit, pour assigner sa position dans l'espace, 
de donner la direction de son plan, et non ce plan lui- 
même. Celte direction, comme aussi celle de tous les plans 
parallèles, sera convenablement indiquée au moyen d'une 
droite perpendiculaire, que nous nommerons abréviative- 
menl axe du couple. La position de ce couple s'en déduira 
aussitêt ; car, par un point quelconque de l'axe, on n'aura 
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qu'à concevoir u» plan normal, dans lequel le couple serait 
situé lout à fait arbitrairement. Ce même axe pourra indi- 
quer aussi la grandeur du couple, en prenant une longueur 
représentative de son moment. Enfin, te sens dans lequel le 
couple agit sera figuré pareillemeni, au moyen d'une con- 
ventiou analogue à celle des rotations (n° 197), c'est-à-dire 
en comptant )a longueur sur l'axe, à partir d'une origine 
quelconque, dans un sens tel qne le couple tende toujours à 
faire tourner de gauche à droite, pour un observateur couche 
sur l'axe, du côté où est comptée la longueur représenta- 
tive du moment, et les pieds à l'origine de cette longueur, 
.ijuand on considère des couples situés dans plusieurs plans, 
rien n'empêchera de mener tous les axes par un même point 
de l'espace : il suffira que ces axes soient perpendiculaires 
respectivement aux directions des plans. Les longueui's se- 
ront comptées à partir de ce point commun, que nous nom- 
merons centre de» couples. 

Cela posé , le théorème précédent prend la forme sui- 
vante : 

Si l'on mètie deux droites qui représentent en direction 
les axes de deux couples et eu grandeur lein's moments, la 
diagonale du parallélogramme construit sur les deux droi- 
tes représentera de la même manière l'axe et le moment du 
couple résultant. 

Cette proposition n'est autre, en i-éalilé, que celle que 
uous venons de présenter. Mais on peut en donner aussi 
une démonstration directe, de la manière suivante : 

Soit OL et OM les deux axes représentant la direction 
des plans des couples et la grandeur de leurs moments. Je 
disque la diagonale OG du parallélogramme OLGM re- 
présentera lu direction du plan du couple résultant et la 
grandeur de son moment. 

A'oiis pouvons supposer, en vertu des propositions ii 
et lit, que les deux couples ont été ramenés à avoir ta même 
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force — ( leurs bras de levier élant dès lors immériquement 
égaux à leui-s moments ) — , et que ces bras sont placés 
perpendiculairement aux 
droites OL et OM, de telle 
sorte que leurs milieux 
, soientcnO.Les deux cou- 
ples donnés seront donc 
figurés par AB (P, — P)'ei 
CD(P,— P). 

Acbevonslesdeuxparal- 
lélogrammeségauxOAEC, 
OBFD. Puisque tout se 
passe sur un solide inva- 
riable, les deux forces parallèles P, appliquées en AetC, au- 
ront uue t'ésuliante égale à 2P, appliquée en T, milien de la 
droite A C. De m6me les deux forces -P, appliquées en B et D, 
auront une résultante— 2 P, appliquée en K . Les deuxcouples 
pourront ainsi èti'e remplacés par le couple IK (2P, — 2P). 
Mais, comme IK est la moitié de EF, on pourra substi- 
tuer à ce dernier couple le couple EF(P,— P), qui a même 
momeut. Or, lesbras ABetCD représentant les deux couples 
composants, aussi bien que les axes OL et OM, la diagonale 
OG i-eprésentera le couple rcsnllant en grandeur, aussi bien 
que le bras EF. D'ailleurs OG est évidemment, par cons- 
truction, perpendiculaire à EF. Donc OG est l'axe du cou- 
ple résultant, conformément à l'énoncé du théorème. 



Contéquencet. 

l" Un couple étant donné par sou axe, on peut le rem- 
placer par deux autres dont les axes sont représentés par 
les deux côtés du parallélogramme qui a pour diagonale 
l'axe donné. Si la dii-ection des plans des couples compo- 
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sanls est fixée d'avance, la direction de leurs axes le sera 
anssi, et dés lors la grandeur de leurs moments s'ensuivra 
nécessairement. 

2° Autant de couples qu'on voudra étant donnés par leurs 
axes, on trouvera l'axe du couple résultant en formant une 
construction polygonale dont les cAtés successifs seront 
égaux et parallèles aux axes donnés. Le dernier côté qui 
ferme ce polygone sera l'axe cherché. 

3' Réciproquement, un couple pourra être remplacé par au- 
tant de couplesqu'on voudra situés dans des plans déterminés. 

W Supposons que les trois axes des couples composants 
soient rectangulaires entre eux. Si l'on désigne par L, M, N 
les moments de ces couples, par G le moment du couple ré- 
suliant, et par X, ^t, y les angles que forme son axe avec 
chacun des autres, il est visible qu'on aura les relations ; 

N 
C 

&' On nomme projection d'un couple sur un plan le 
couple formé dans ce plan par les projections du bras 
de levier et de la force du couple donné. Il est visible que 
le moment de la projection d'un couple est égal au mo- 
ment de ce couple multiplié par le cosinus de l'augle 
formé par son plan avec le plan de projection. Car, si 
l'on construit le rectangle ayant pour côtés le bras de levier 
et la force du couple donné, la surface de ce rectangle re- 
présentera le moment du couple, et le parallélogramme sui- 
vant lequel il se projette représentera la projection de ce 
couple. Or, la surface du parallélogramme exprime le mo- 
ment du couple projeté, puisqu'elle est égale à l'un des côtés 
multiplié par la perpendiculaire comprise entre les deux au- 
tres. Mais l'on sait aussi, d'après la théorie des projections, 
que ce parallélogramme est égal au rectangle multiplié par 
le cosinus de l'angle des deux plans. 



G = \/L'-J-M'-HN', C08Â = ~, C08(i=?=^, C08V= 
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Cela posé, on voit que, si un couple G est décomposé en 
trois autres L, M, N, situés dans des plans rectangulaires 
qui coupent le plan du couple G au même point, ces couples 
composants L, M, N ne sont autres que les projections du 
couple G sur chacun des trois plans. Car, d'après la consé- 
quence précédente, le moment de chacun des couples com- 
posants est égal au moment du couple résultant multiplié 
par le cosinus de l'angle des axes correspondants, ou, ce qui 
revient au même, multiplié par le cosinus de l'angle que 
forment les plans des couples eux-mêmes. 

Cette identité a lieu, noR-senlement pour les compositions 
et les projections orthogonales, mais aussi pour celles qu'on 
effectue obliquement. Si nous l'avons présentée pour le mode 
orthogonal, c'est parce que c'est la forme sous laquelle on 
s'en sert le plus habituellement. 

Remarque I. — Ce qui précède est compris sous la déno- 
mination de loit de la compositibn et de la de'compogition 
det couplet. 

Ces lois sont entièrement semblables à celles de ta compo- 
sition des Torces, et, en général, tout ce qui a été dit sur ces 
dernières convient également aux couples. C'est un nouvel 
exemple de cette forme de notre esprit, en vertu de laquelle 
une théorie , édifiée en vue de certains objets, tels que les 
forces , subsiste intégralement lorsque par la pensée on 
substitue à l'effort simple qui correspond à la notion de force, 
cet autre effort, d'une nature spéciale, qui correspond à la 
notion de couple. 

Remarque II. — Nous avons toujours supposé implicite- 
ment que les couples considérés étaient con«ïaMï«, c'est-à-dire 
que leurs moments gardaient la même valeur pendant toute 
la durée de leur action. Si ces couples étaient variables parce 
que leurs forces ou leurs bras de levier changeraient gra- 
duellement, on pourrait tes envisager comme constants pen- 
dant un temps infiniment petit, et les théorèmes précédents 
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s'appliqueraient à chacun de ces temps élémentaires. C'est 
le même ordre de considérations déjà présentées à l'occa- 
siou des forces : c'est pourquoi nous n'y insisterons pas da- 
vantage. 



Pr«p««ilI«H clnqMiAmv. 

S39. — Toutes les forces, appliquées ù divers points d'un 
solide invariable, peuvent toujours être ramenées au système 
d'une force unique et d'un seul couple. 

Cette proposition a déjà été démontrée au n" '2Si, puis- 
qu'elle est précisément la base de la conception même des 
couples. Mais on l'a présentée alors comme une conséquence 
de la ntélhodc générale de la réduction des forces appliquées 
ù uu solide, méthode développée aun°SI3. Ce que nous vou- 
lons montrer actuellement, c'est comment cette même pro- 
position découle directement des lois de la composition des 
couples, établies sans emprunter les résuhats de la méthode 
générale. En effet, par un point arbitrairement choisi du so- 
lide, on peut mener, parallèlement à l'une quelconque des 
forces données, deux autres forces directement opposées et 
égales en valeur absolue à la force considérée. On a ainsi 
un système de trois forces, au lieu d'une, lequel représente 
évidemment : 1° une force égale et parallèle à la force don- 
née; 3° un couple de même force et dont le bras de levier 
est égal à la distance du point choisi ù la force en question. 
Répétant la même opération pour chacune des autres forces 
du solide, et les rapportant toujours au même point, on rem- 
place le groupe entier de ces forces : 1" par autant de forces 
concourantes respectivement égales et parallèles aux forces 
données, et qui ne sont, en quelque sorte, que ces forces 
transportées parallèlement à elles-mêmes sur le point choisi ; 
2° par autant de couples de mêmes forces et dont les bras 
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de levier sont respectivemeot représentés par les perpendi- 
culaires menées du point av\ directions desdites forces. Or 
le groupe des forces concourantes est réductible à une 
seule; le groupe des couples est également réductible a un 
seul. Tout est donc ramené à une force et à un couple unique. 

Remarque 1. — D'après la manière même dont s'effectue 
la composition des forces et celle des couples, il est visible 
que la force et le couple résultants ne seront pas situés dans 
le même plan. Pour qu'il en fût ainsi, il faudrait la circons- 
tance très- particulière où la construction polygonale corres- 
pondant aux moments des couples serait parallèle et sem- 
blable à la construction polygonale correspondant aux 
grandem-s des forces. Or, cela n'a évidemment pas lieu en 
général, puisque les valeurs des moments dépendent non- 
seulement des forces données, mais aussi de leurs distances 
au point qu'on a choisi pour centre de la composition. 

Hemarque II. — Le centre de la composition peut être 
pris partout où l'on voudra sur le solide. Quand on fait va- 
rier ce point, la résultante unique reste la môme en gran- 
deur et en direction, mais le couple résultant varie néces- 
sairement. 

Hemarque III. — Si l'on prend le centre de gravité pour 
centre de la composition, toutes les forces se trouvent ainsi 
remplacées par une résullanle unique, appliquée à ce cen- 
tre, et par un couple unique. Cette réduction monti-e avec 
une grande netteté que le double mouvement des solides 
libres, savoir une translation de leur centre de gravité et 
une rotation autour de ce centre, constitue nh fait éminem- 
ment général : je veux dire par là qu'un de ces mouve- 
ments ne peut exister seul sans un concours de circonstan- 
ces très-particulières. En effet, les actions motrices de tout 
genre qu'un solide peut avoir reçues ne se résolvent pas en 
une simple translation, h moins que te couple résultant soit 
nul, ni en une simple rotation, à moins que la résultante de 
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toutes ces actions transportées en un même point soit pa- 
reillement nulle. Or, il est bien évident que ces particulari- 
tés ne se rencontrent pas tiabituellement, et qu'elles cons- 
titueraient même une exception fort remarquable. C'est 
ponrqiioî le fait observé de la translation d'un corps doit 
induire à penser que ce corps possède aussi une rotation, et 
vice vertâ. De semblables inductions n'ont jamais été dé- 
menties jusqu'ici, notamment en astronomie. L'exempte le 
plus frappant qu'on en puisse citer est relatif au soleil, dont 
la rotation observée a fait sni^poser une translation que des 
des expériences directes ont ultérieurement vérifiée. 

Remarque IV . — La résultante unique et le couple ré- 
sultant pourront être remplacés par deux forces, qui ne 
seront ni parallèles ni concourantes. En effet, Ja résul- 
tante unique et l'une des forces du couple résultant, se trou- 
vant appliquées au même point, qui est le centre de la com- 
position, peuvent être i-eniplacées par une seule force, qui 
n'est évidemment ni parallèle ni concourante par rapport à 
l'autre force du couple. Cette nouvelle réduction n'a d'ail- 
leurs aucun intérêt, et nous n'en parlons qu'incidemment. 



ProfWBllI»!! alxi^me. 



2^10. — Le moment d'un couple est égal à la somme algé- 
brique des moments de ses deux forces par rapport ù un 
point quelconque situé dans sou plan. 

N. B. On se rappelle i'acceplion antérieure donnée au 
terme moment d'une force par rapport à un point : on en- 
tend par là le produit de cette force par la perpendiculaire 
abaissée du point sur sa direction. Il s'agit actuellement de 
montrer que, si l'on forme de cette manière les moments des 
deux forces du couple pour un point quelconque situé dans 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



TBËOBJB DBS COUPLES. 127 

le même plan, la somme algébrique de ces deux produits 
sera égale à ce qu'on a appelé plus tard le moment du 
couple, c'est-à-dire au produit d'une des forces du couple 
par la longueur du bras de levier. 

La démonstration est des plus simples ; car soit AB(P, — P) 

un couple quelconque, et un point situé dans son plan. 

Pour former les moments 

— — — des forces P et — P par 

rapport au point 0, il faut 

mener la droite 01 pei^ 

pendiculaire à leurs direc- 

B tiens. Le premier mo- 

meni sera égal ù P.OI, le 

P deuxième à— P.0H,puî8- 

Pis- 1". que la force agit en sens 

contraire. La somme algébrique P(OI — OH) se réduit à 

P.HÏ ou P.AB,ce qui est justement le moment du couple. 

Con»équence$. — 1" Si le point est pris à l'extrémité du 
bras de levier, le moment d'une des forces est nul, et le 
moment de l'autre ne se distingue pas du moment du 
couple. 

2° Le moment de la projection d'un couple est égal à la 
somme algébrique des moments des projections des forces 
par rapport à un point quelconque pris dans le pian de la 
projection. 

3° Cette dernière conséquence, rapprochée de la cinquième 
conséquence du n° 3S8, nous montre que la somme algébrique 
des moments des projections des forces est égale au moment 
du couple primitif multiplié par le cosinus de l'angle que 
fait son plan avec le plan de la projection, ou encore que 
cette somme algébrique représente le couple composant re- 
latif à ce plan. D'où il suit que, si l'on projette les forces 
d'uo couple sur trois plans rectangulaires, les sommes 
algébriques des moments des projections des forces se- 
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ront égales respectivement aux trois couples composants 
du couple donné. 



C»n|iles !■•!■■ iKMés. 

âbO {hiê}. — On nomme couple in&taniané un couple 
formé de deux forces instantanées, égales, parallèles et în- 
vei-scment dirigées. L'ciïel de pareils couples est de déter- 
miner subitement une rotation du solide autour de son centre 
de gravité, de même qu'une simple force instantanée appli- 
quée à ce centre détermine une translation du solide. Les 
couples instuniuncs sont aussi nommés couples de percu»- 
tiom, lorsque les forces instantanées qui les constituent sont 
produites par des percussions. 

Tous les théorèmes que nous avons précédemment dé- 
montrés sur les couples oivlinuires ne supposent l'ien tou- 
chant l'énergie ou la durée des forces qui entrent dans la 
composition des couples. Par conséquent ces théorèmes 
s'appliquent aussi bien aux couples instantanés. Ainsi les 
couples instantanés , situés dans le même plan ou dans des 
plans parallèles, s'ajoutent ou sç retranchent; ceux qui 
sont dans des plans différents se composent ou se décom- 
posent suivant tes lois déjà exposées; te moment d'un 
couple instantané est égal à la somme algébrique dis mo- 
ments de ses deux forces instantanées^ etc., etc. 



Prspoelllon septième. 

3^1, — Si l'on applique sur un solide, assujetti à tourner 
autour d'un axe fixe, un couple constant perpendiculaire à 
t'axe de rotation, on reconnaît ; 
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1° Que l'accéléralioa angulaire est constanle ou que la 
vitesse aogulaire crok proporiionucllement au temps i 

2° Que deux couples sont entre eux comme les vitesses 
angulaires qu'ils commuoiquciit au bout du même temps ; 

3° Que deux couples soDt entre eux comme les moments 
d'inertie des solides auxquels iU communiquent la même 
vitesse angulaire au boni du même temps. 

Ces diverses propositions découlent très-simplement de 
ce qui a été démontré sur les forces. On suit en effet que, 
lorsque des Torces agissent sur un solide, dans des plans 
perpendiculaires à l'axe de rotation , ta somme algébrique 
des moments de ces forces, pris par rapport à l'axe fixe, est 
liée à la vitesse angulaire communiquée au solide, et au mo- 
ment d'inertie de ce solide, par l'équation 



VQ,= 



' dt ' 



dans laquelle Qq représente le moment de la force Q par 
rap port à l'axe fixe, I le moment d'inertie du corps par rap- 
port à ce même axe, et Ù la vitesse de rotation (n° 2S0). 

Dans le théorème actuel , le couple est supposé agir dans 
un plan perpendiculaire à l'axe : on pourra donc établir 
l'équation ci-dessus pour les moments, pris par rapport à 
cet axe, des deux forces qui constituent le couple. Or, on a 
démontré dans la proposition précédente que la somme algé- 
brique de ces deux Aioments est égale à ce que nous avons 
appelé moment du couple. Si donc L désigne le moment 
constant du couple donné, on auia la relation : 

(1) 1 = 1^, <l'«ù Û=J'. (2) 

Cela nous prouve d'abord la première partie de l'énonce, 
«avoir : que l'accélération angulaii-e -^ , égale à -.- , ect 
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consume, OU que il augmente unifennément a?ec !e temps. 

Cette première propriété coirespond à celle qu'ont les 
forces constantes de communiqHcr, dans un mouvement 
reciilîgne, des vitesses proportionnelles au temps. 

En second lieu, si nous considérons denx couples diffé- 
rents, L et L', appliqués sHccessivement à un même solide, 
et si nous désignons par il et ï^ les vitesses communiquées 
an bout du même temps, nous aurons : 

Q = ~t, et Ù- = j.t. 

d'où L T l' : : il : lï . 

Cette deuxième propriété correspond à la proportionna- 
lité qui existe entre des forces constantes et des vitesses 
communiquées en ligne droite h la même masse. 

Troisièmement , supposons que les couples L et L' agis- 
sent respectivement snr deux solides ayant des moment» 
d'inertie I et I' par rapport à leurs axes fixes ; si les vitesses 
angulaires produites sont les mêmes, de part et d'autre , au 
boutdu même temps, on aura t 

il = ^t, et i!=^(, 

d'où L : i; : : I : I' . 

Cette troisième propriété correspond à la proportionna- 
lité, qui a lieu entre les forces constantes et les masses aux- 
quelles elles donnent la même vitesse au bout du même 
temps. L'on voit en outre que les solides n'interviennent 
dans leur rotation que par leur moment d'inertie , de même 
que tous li's corps n'interviennent dans leur translation que 
par leur masse. 

Quant au couple, 11 est l'instrument de la rotation autour 
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d'un axe fixe , eiactemeat comme la force simple est l'ios- 
trument de la translation en ligne droite. 

Conaéquenee. — Lorsque le solide n'est pas assi^etti i 
tourner autour d'un axe fixe, mais que le couple qui le sol- 
licite agit perpendiculairement à l'un des axes principaux 
relatil^ au centre de gravité, si le solide est ejitièremenl 
libre, ou perpendiculairement à l'un des axes relatifs au 
point fixe, si le solide est assujetti à tourner autour d'un 
point immobile ; toutes les propriétés qui vienneat d'être 
démontrées subsistent encore intégralement. Car on sait 
que, l'axe de rotation étant choisi comme il vient d'être dit, 
et les forces agissant dans des plans perpendiculaires, cet 
axe est tout à l^it comme fixe, et n'a aucun besoin d'être 
retenu , pourvu que les forces soient égales , parallèles et 
inversement dirigées (n" 22à), ce qui est justement le cas 
des cûuples. 

Ainsi le couple est rinstrument de la rotation autour d'un 
aie principal du centre ou d'un axe principal du point fixe. 



A|tplleiitl«B 4« la lbé«rl« 4e> c«a|»l«s k 1> néesnl^a* 
des Milldes géoHétrlqueH. 

Nous sommes actuellement en mesure de déduire de la 
théorie des couples de nouveaux aperçus sur le mouvement 
et l'équilibre des solides invariables. 

343. — liil«^réUll«o de» cqM«U«B8 Au MViveneat 
des salldcB. — Supposons autant de forces qu'on voudra 
appliquées à un solide. 

On a vu (n° 239) que toutes ces forces peuvent être rem- 
placées par une seule agissant en un point arbitrairement 
choisi, et par un couple unique dont le moment dépend de 
la position du point pris pour centre de décorapositi<m. 
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Quanl ù la valeur de la foroe unique, od sait qu'elle est égale 
à la résultante de tontes les Torces du solide, qu'on aurait, 
en quelque sorte, transportées parallèlement à elles-mêmes 
en un même point. Nous allons montrer quelle est alors la 
signiflcalion des équations du mouvement d'un solide libre. 

E^iaminons les équations établies au n' 203, dont les trois 
premières concernent le mouvement du centre de gravité , 
rappoi'lé à trois axes de coordonnées fixes , et les trois au- 
tres le mouvement relatif des divers points du solide ,. par 
rapport ù trois axes mobiles , passant par le*cenlre de gra- 
vité ei constamment parallèles aux axes fixes. 

Pour manifester le rapprochement que nous voulons éta- 
blir entre les deux théories, nous prendrons pour ceulre de 
la composition dont il a été parlé plus haut le centro de gra- 
vité lui-même. Alors la force résultanie unique est la résul- 
tante de toutes les forces transportées en ce centre parallè- 
lement à elles-mêmes, et le couple résultant unique provient 
de tous les couples engendrés par la translation de ces di- 
verses foi-ces. 11 est visible en ce cas que l'action totale dé- 
terminée sur le solide se réduit : 1" h une translation com- 
mune à tous les points , en vertu de la résultante appliquée 
au centre de gravilé ; S" à une rotation autour de^e ceulre, 
en vertu du couple résultant qui sollicite concurremment le 
solide. 

Or, si nous considérons les trois premières équations, il est 
visible que les premiers membres représentent précisément 
les trois compusanies, suivant les axes fixes, de la force uni- 
que qui résulte du concours en un même point , qui est le 
centre de gravité, de toutes les forces du solide. Quanl aux 
seconds membres, ils expriment le mouvement des divers 
points rapportés aux mêmes axes. La signification de ces 
trois équations est donc conforme ù la conception d'une ré- 
sultante unique appliquée au centre de gravilé, conception à 
laquelle nous avons éu> conduits par la théorie des couples. 
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Ainsi ce qui n'était en analyse qu'un symbole abstrait devient 
actuellement «ne réalité concrète. An lieu d'ajouUT pure- 
ment des valeurs numériques composantes, on exprime l'ac- 
tion d'une force efTeciive, ([ui résulte de toutes les autres 
appliquées actueitement en un même point, oii elles se com- 
binent d'après les lois ordinaires des forces concourantes. 

Les trois dernières équations reçoivent une interprétation 
semblable. Les premiers membres , qui représentent les 
sommes des moments des diverses forces, estimés dans cha- 
' cun des plans de coordonnées mobiles , représentent par 
conséquent les sommes des couples, estimés dans les mêmes 
plans, qui naissent de la translation des diverses forces au 
centre de gravité. En d'autres termes, si l'on conçoit chacun 
de ces couples décomposé en trois autres, parallèlement 
aux plans de coordonnées , la somme des couples comiio- 
sants , duïtB un même plan , ne différera pas de la somme 
des moments des forces pris pour ce plan. Or, cette somme 
de couples composants est égale au couple qu'on obtiendrait 
dans ce plan, en décomposaui, parallèlement aux ti'ois plans 
coordonnés, le couple résultant unique qui équivaut à l'en- 
semble des couples du solide. Ainsi les trots premiers mem- 
bres rcprésenlent les trois couples composants du couple 
unique dfi à la translation de toutes les forces. Quant aux 
seconds membres, ils expiiment le mouvement relatif estimé 
dans les mêmes plans, c'est-à-dire le mouvement de rota- 
tion autour du centrée gravité, ou, plus clairement, autour 
des-trois axes de coordonnées qui passent par ce centre. En 
résumé, les trois équations en question expriment qu'autour 
de chaque axe mobile s'efTecttic une rotation duc au couple 
composant , perpendiculaire à cet axe , du couple résultant 
unique. Là encore on peut reconnaître que les relations 
revêtent une signification concrète, et qu'elles ne repré- 
sentent plus seulement des additions de quantités pure- 
ment numériques, mais qu'elles expriment l'effet réel produit 
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sur le solide par un agent effectir, qui est le couple unique 
en question. 

On peut pi-ésenter ce dernier rapprochement sous une 
autre foime, en faisant n&age de la conception île réqullibre 
entre les Torces extérieures et les forces conservées d'nn 
solitlc (n* 148). On voit en efi^t que si l'on imagine menées 
sur le solide les forces représentées par les variations de la 
quantité de mouvement de ses divers points, c'est-à-dire ce 
que nons avons nomme les forces conservées, elles pour* 
roRt, comme les antr(.'s, être remplacées par une résultante 
unique, provenant de leur translation parallèle au centre de 
gravité , et nn couple résultant unique , engendré par cette 
même translation, que nous nommerons le couple conter t>é. 
Les six équations précitées signifient donc : d'une part, que 
la résultaule des forces extérieures, ti'ansportées au centre, 
est égale et contraire à la résultante des forces conservées; 
et que le couple résultant unique des forces extérieures est 
parallèle et contraire au couple résultant unique des forces 
conseiTées, ou , ce qui revient au même, lui fait équilibre. 

On voit de la même manière que les six équations qui 
expriment que les forces extérieures se font équilibre sur le 
solide signifient que la résultante unique estimée suivant 
trois axes est nulle, et que le couple résultant unique estimé 
suivant trois plans est pareillement nul ; ce qui signifie eu 
d'autres tennes que , pour que l'équilibre existe, il faut que 
la force et le couple , qui remplacent toutes les forces du 
solide, soient séparément égaux à zéro. Et cette considéra- 
tion est évidente Immédiatement d'après la théorie des cou ■ 
pies , car, puisque loutËS les forces données se réduisent à 
celte force unique et à ce couple unique , comme d'ailleurs 
celte force et ce couple ne peuvvnt pas se neutraliser réci- 
proquement , il faut bien que chacun d'eux soit nul de son 
cOté , pour que l'état du corps no soit pas iuRuencé par leur 
présence. 
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2&3. — RtfiaiiwB. — Nous veDons d'interpréter les six 
équations générales du mouvement on de l'équilibre des so- 
lides libres. Nous allons insister tout parttcuUèremeat sur la 
rotation, dont les phénomènes reçoivent une grande lumière 
de la théorie des couples. 

Puisque toutes les Torces sont toujours réductibles à une 
seule , appliquée au centre de gravité, qui n'influence, pas 
la rolatioD , et à un seul couple qui détermine exclusive- 
ment cette rotation autour du centre , nous resterons dans 
la plus grande généralité en considérant l'action d'un cou- 
ple unique. 

Supposons donc qu'un couple, de moment G , soit appli- 
qué à UD solide libre. )>ésiguons par X, ft, v les angles que 
forme le plan de ce couple avec les plans coordonnés que 
déterminent les trois axes principaux pris pour axes de 
coordonnées mobiles. Si l'on désigne par L, M, N les mo- 
ments des trois couples composants du couple G, suivant les 
trois plans, ou sait que les valeurs de ces moments seront 
exprimées ainsi : 

(1) L = GcosX. M = Gcosf^,' N = Gco»i/. 

A l'origine du mouvement, le solide commencera par tour- 
ner autour d'un premier axe instantané passant par le centre 
de gravité, lequel ne sera pas perpendiculaire au plan ac- 
tuel du couple G. En effet, si l'on décompose cette rotation 
en trois autres respectivemeut perpendiculaires aux axes 
des z, des y et des s mobiles, qui sont les axes principaux 
du solide, et si l'on désigne par dr, dq, dp les rotations in- 
finiment petites qui ont lieu pendant te temps dt, autour de 
ces trois axes, les angles formés par l'axe instaniané avec 
ces mêmes axes auront respectivement pour cosinus les va- 
leurs suivantes : 

dr dq dp 

'^* Vdf+ dq^-^ dr^ ' \73p^+ rf?'-|- cfr' ' Vdp^-i- df-i- di^ ' 
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Or, chacune de ces rotations infiniment petites est due au 
couple composant qui est perpendicBlaire à son axe; car, 
cet axe étant un des a\es principaux du centre, tout couple 
dont le plan lui est perpendiculaire fait tourner autour de 
l'axe libre, comme s'il était fixe, et la valeur de la rotation 
produite est liée à celle du moment du couple par la for- 
mule qu'on a vue au n° S&l ; en sorte que dr, dq, dp seront 
donnés en fonction de L, M, N, de la manière suivante • 

m L=cJ, M=B*, »=Af, 

en désignant par C, B, A les valeurs des moments princi- 
paux du solide par rapport aux axes des s, des y et des jî 
mobiles. 

Nous remarquerons en passant que ces formules ne sont 
autres que celles qu'on avait trouvées au n° SOù, quand on 
avait rapporté le mouvement aux trois axes principaux du 
centm de gravité, comme axes de coordonnées mobiles. £n 
efTct, dans ces équations les premiers membres, qui repré- 
sentent les sommes des moments des forces suivant chacun 
(les trois plans mobiles, représentent précisément les couples 
L, M, N dans lesquels a été décomposé le couple résultant 
unique G. Quant aux seconds membres, ils se réduisent il 
leurs premiers termes, à l'origine même du mouvement, 
puisque aloi-s les vitesses angulaires p, q, r sont nulles. 
Actuellement, revenons aux équations (3) : on en tire, d'à- 
pi-ès les relations (1) établies ci-dessus : 

dr G cos X 



Il cil résulte que les cosinus des angles formés par l'axe 
instantané avec les axes des z, des y et des x, cosinus dont 
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les valeurs soDt ÏDdïquées.par les Toi-mules (3), devienneiit 
lespecliveraeot : 



en représentant abréviativement par V la quantité 
i 



Vn 



Or, pour que ]'ase instantanë soit perpendiculaire au plan 
du couple G, il faut que les angles qu'il Torme avec les axes 
des z, des y et des x soient respectivement égaux aux an- 
gles que forme le couple avec les plans des xy, des sx et 
desyz : il faut donc que les valeurs ci-dessus se réduisent» 
cos ?,, cos ^, cos V, ou qu'on ait : 

condition qui ne peut être satisfaite que si le solide est une 
sphère. Dans ce cas, la valeur de V se réduit ideiitiqueuienl 
ù l'une quelconque des quantités A, B, C. 

Sauf ce cas très-particulier, pour lequel on voit d'ailleurs 
à priori qu'à cause de la symétrie tout couple doit faire 
tourner autour d'un axe perpendiculaire à son plan, il de- 
meure démontré qu'à l'instant même où l'on applique un 
couple sur un solide quelconque l'axe de rotation ne sera 
pas perpendiculaire au plan du couple. 

Dès lors, on se rend compte clairement de la perpétuelle 
mobilité de l'axe instantané, et du rôle que joue le couple 
pendant toute la suite du mouvement. 

Car, à l'origine, on peut remplacer le couple donné par 
deux autres, l'un perpendiculaire au futur axe instantané, 
l'antre dans un plan passant par cet axe. Il suffit, pour cela, 
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de mener, par rinterseciion du plan du <;ouple donné avec 
l'axe instantané, un plan pei^endiculaire à cet axe ; et, par 
l'intersection de ces deux plans et par Taxe iustantaDé lui- 
même, de conduire un autre plan, qui sera nécessairement 
perpendiculaire au précédent. Les trois plans ayant ainsi 
leur intersection commune, le couple donné peut être dé- 
composé en deux autres, suivant les deux nouveaux plans 
(n° SS7). Pendant la durée infiniment petite dt, la rotation 
ayant lieu autour d'un axe perpendiculaire au plan du pre- 
mier couple composant, celui-ci produit la vitesse angulaire 
comme si l'axe était lixe^ c'est pourquoi M. Poinsot l'a 
nommé couple aecélerateur. Quant au second couple com- 
posant, il est sans infiuence sur la rotation, puisqu'il est 
dans le plan même de l'axe : il sert uniquement à maintenir 
cet axe pendant la durée infiniment petite du mouvement et 
à combattre les réactions que développe sur lui l'effort du 
couple accélérateur. Sans son intervention, c'est-à-dire si le 
couple accélérateur existait seul, ce serait un autre axe que 
l'axe supposé qui serait en jeu, puisque l'axe instantané ne 
peut pas être perpendiculaire au plan du couple qui pro- 
duit la rotation. Ce second couple est donc comme le couple 
auxiliaire de la rotation, pendant le premier instant dt : 
c'est lui qui lient lieu des points fixes qui devraient être 
établis sur l'axe instantané, si l'on voulait que le couple 
accélérateur, agissant seul, engendrât une rotation perpen- 
diculaire à son plan. 

Au bout de ce premier instant, en admettant même que 
les valeurs du couple accélérateur et du couple auxiliaire 
soient encore les mêmes qu'à l'origine, l'axe de rotation ne 
pourra pas garder sa position primitive. En effet, par cela seul 
qu'un commencement de vitesse angulaire existe actuelle- 
ment en vertu de l'action initiale, l'étal des choses se ti'ouve 
changé, et les vitesses acquises, si petites qu'elles soient 
d'ailleurs, des divers points du solide, font que le couple 
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auxiliaire ne peat plus, comme auparavant, maintenir l'axe 
instantané : car ces vitesses exigent que l'axe de rotation 
développe des forces centripètes correspondantes (n' 225), 
qui n'étaient pas nécessaires 5 l'oiigine, où ces vitesses 
n'existaient pas encore. Comme l'axe est entièrement libre, 
et , par suite , ne peut développer les forces centripètes 
dont nous parlons , il doit nécessairement être entraîné , 
c'est-à-dire occuper pendant un second instant une nouvelle 
position dans l'espace et dans le corps; et ainsi de suite, 
pendant toute la durée du mouvement. 

Nous allons revenir sur ce sujet en montrant que toutes 
les forces centripètes que doit développer l'axe de rotation 
à un moment quelconque équivalent à un certain couple, et 
que, par suite, l'axe instantané est pressé par un couple 
égal et contraire qui détermine celte nouvelle position dont 
il s'agissait tout ù l'beure. C'est ce qui ressortira à la fin des 
considérations développées dans le numéro suivant. 

^Mi. — Rotmltin sans forces extérleurei. — Suppo- 
sons que le solide, ayant reçu un mouvement autour de son 
centre de gravité, par des causes quelconques, soit par un 
couple ordinaire, soit par un couple de percussions, conti- 
nue à tourner de lui-même autour de ce centre, après que 
toutes les actions extérieures l'ont abandonné. 

Nous avons vu précédemment (n° 211) que, dans ce cas, 
le groupe de forces instantanées capable de réduire le so- 
lide au repos garde un moment constant suivant chaque 
plan coordonné. Puisque nous ne nous occupons ici que de 
la rotation autour du centre, et que nous négligeons la 
translation de ce centre, sanjt influence sur la rotation elle- 
même, nous pouvons dire que les forces instantanées dont 
il s'agit sont réductibles à un couple instantané unique; et, 
comme les moments des (brccs suivant les trois plans re- 
présentent précisément les trois couples composants, paral- 
lèles aux mêmes plans, par lesquels le couple unique peut 
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être remplacé, il en résulte que chacun de ces couples com- 
posants demeure coDStaiit pendant toute lu suite du mou- 
vementj ce qui nous montre que le couple unique lui-même 
garde une intensité constante, et que son plan demeure in- 
variable de direction, par rapport aux axes de coordonnées. 
Or, dans le n" 211 que nous venons de rappeler, les a\esde 
coordonnées ne sont plus les axes principaux mobiles du 
solide, mnis bien trois droites supposées fixes dans l'espace. 
Nous voyons donc qu'à une époque quelconque du mouve- 
ment la grandeur du couple instantané, capable de réduire 
le solide au repos, ou, ce qui revient au même, la grandeur 
du couple de percussions, équivalent au solide en mouve- 
ment, demeure exactement la même, et que son plan garde 
nue direction invariable dans l'espace absolu. C'est là le prin- 
cipe de la eomeroation de la rotation, qui correspond à 
celui de la conservation de la translation pour nn point ma- 
tériel unique. Ainsi, dans les solides, la loi d'ioeriie con- 
siste en ce que, d'une part, la iranslation reste rectiligne et 
uniforme, ou équivaut à une percussion unique, appliquée 
au centre de gravite, de grandeur et de direction constan- 
tes; et, d'autre part, en ce que la rouition équivaut à un 
couple de percussions ayant une grandeur et une direction 
pareillement constantes. 

Principe de la «OBHervalioa des aires. — Les mo- 
ments des trois couples composants du couple unique 

sont respectivement représentés par ^m ( ^x — ;77 ^ ) > 

.. (dx dz \ ^ Idz du \ 

égales aux doubles sommes des produits des masses par les 
projections des aires décrites dans chaque plan coordonné. 
Ces moments, que j'appellerai L, M, N, sont donc égaux aux 
quantités que nous dé»gnîons au n° 137 par A, A', A". Le 
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principe de la conservaiïoQ des aires dans les trois plans 
coordonnés, on, eo général, dans un plan quelconque, re- 
vient donc au principe de la conservation du couple instan- 
tané, estimé suivant les trois plans coordonnés, ou, en gé- 
néral, dans un plan quelconque. La propriété analytique, 
reconnue dans le mouvement des solides, et qui mettait en 
Jeu des quantités abstraites, à savoir des produits de mas- 
ses par des surfaces, prend maintenant un caractère con- 
cret, puisqu'il ne s'agit plus que de la conservation d'un 
instrument effectir de rotation. 

On avait reconnu de même que le plan du maximum des 
aires ëtail celui qui faisait avec les plans coordonnés des an- 
gles dont les cosinus étaient proportionnels à A, A', A". Or, 
ces cosinus sont aussi poi-porlionnels à L, M, N : ce sont 
donc les cosinus des angles fonnés par le plan du couple 
unique lui-même. La propriété, démontrée d'abord par de 
longues formules algébriques, devient ainsi immédiatement 
évidente par la théorie des couples, puisqu'il est clair que 
tout^ projection du couple unique sur un plan quelconque 
est moindre que ce couple unique. 

On remarque en outre que, puisque le moment et la di- 
rection du couple unique varient selon la position du point 
pi'is dans le corps pour centre de ta composition , le maxi- 
mum des aires et. la direcUon de son plan varient aussi avec 
l'origine des coordonnées, qui n'est autre que ce centre de 
composition. Il y a donc un maximum pour chaque point, 
ce qui laisse conséquemment Indéterminée la position du plan 
invariable, si l'on ne spécifie pas à l'avance quelque autre 
condition qui assigne ie maximum particulier qu'on a en vue 
parmi tous ceux, en nombre infini, qui correspondent à la 
propriété fondamentale. Pour avoir un plan vérilabiement 
invariable, on pourrait, par exemple, choisir celui dont le 
maximum est le plus petit de tons les maximum des diver» 
points de l'espace. 
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Nous verrons plus tard comment ces remarques sont éten- 
dues au mouvement d'un système matériel quelconque. 

Bé<lNclioB dn forces centripètes. — Le solide étant 
abandonné à lui-même et tournant actuellement, pendant un 
instant infiniment petit, autour d'un ccrtiin axe, il se déve- 
loppe, pendant cet instant, dans l'intérieur du solide, des 
forces centripètes, toutes situées perpendiculairement à 
l'axe instantané, et qui ont pour effet de maintenir chaque 
point dans son orbite circulaire, et d'empécber qu'il ne 
s'échappe suivant la tangente, en vertu de la loi d'inertie. Il 
est Tacile de voir que toutes ces forces se réduisent à un 
couple unique qui passe par l'axe iostuitané. En effet, pre- 
nons pour axe des 2 l'axe actuel de rotation, et pour axe 
des X et des y deux droites rectangulaires menées au centre 
de gravité. La force centripète d'un point m sera exprimée 
par —miVr, ii étant ta vitesse angulaire actuelle. Celte 
force pourra être décomposée en deux autres, parallèles aux 
axes des x et des y, et qui auront pour valeurs — mil*« 
et— mlî'y. Chacune de ces deux composantes peut être 
transportée à l'origine des coordonnées, ce qui donne nais- 
sance aux deux couples — mii^xi et — mii^yz. En faisant 
de même pour les forces centripètes de tous les autres 
points, on aura : 

1° Deux forces — Imii^x et — Smil'y appliquées à l'ori- 
gine, qui est le centre de gravité du solide. Or, ces forces, 
pouvant être écrites -~il^^tnx et — iï'ltni/, sont évidem- 
ment nulles, d'après les propriétés connues du centre. 

2° Deux couples — ii'Smxr et — iî^Imyz, situés respecti' 
vement dans les plans des X2 et des yz, et qui se composent en 
unseuldontlemomentestégat à — jî' \^(lmxzy -t-(Zmyzyf 
et dont le plan pas^ par l'intersection des deux couples 
composanu, c'est-à-dire par l'axe iustanlané. C'est ce couple 
des forces centripètes, que devrait à chaque insunt dévelop- 
per l'axe de rotation pour maintenir le mouTement circn'> 
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laire des points matériels. Réciproquement, on peutdire que 
l'axe est pressé par un couple égal et contraii-e au précédent, 
qu'on Domoie, d'après les locutions déjà adoptées, couple 
des forces centrifuges. L'axe de rotation, étant libre et ne 
pouvant conséquemment détruire par sa résistance l'efEort 
.du couple centrifuge, est entraîné parce couple, que 
nous proposons de nommer couple de renvertement i et 
dès lors la mobilité perpétuelle de l'axe instantané en résulte 
Daturellement. C'est ce même couple qui intervient aussi , 
lorsque le solide est sollicité par un couple extérieur, pour 
empêcher le maintien de l'axe de rotation, ainsi que nous 
l'avons va dans le numéro qui précède. 

Bemarque. — Le couple de percussions qui équivaut à la 
rotation du solide peut à chaque instant être remplacé par 
deux autres : l'un perpendiculaire ù l'axe instanuiné, l'autre 
situé dans un plan qui contient cet axe. En d'autres termes, 
le mouvement du solide se produit à chaque instant comme 
si, ce solide étant au repos, deux couples de percussions le 
fi^ppaient soudainement, l'un perpendiculaire au futur axe 
instantané , et l'autre dans un plan qui contient cet axa Le 
premier produirait la vitesse angulaire qui a lieu effective- 
ment autour de l'axe : le second, qui jouerait le râle de cou- 
ple instantané auxiliaire, formerait les forces nécessaires 
pour maintenir l'axe contre les réactions dues aux percus- 
sions du couple accélérateur. A un autre instant, ce serait 
so autre couple de percussions accélérateur et un autre 
couple de percussions auxiliaire qui réaliseraient la rota- 
tion correspondant à cet instant. Chacun de ces deux cou- 
ples pouvant varier individuellement, quoique le couple 
total de la rotation, qui est leur résultant, demeure constant 
en grandeur et en direction, on voit qu'aux diverses époques 
considérées la position de l'axe inslantané et la grandeur 
de la vitesse angulaire autour de cet axe peuvent fort bien 
ne pas être les mêmes : et c'tst ce qui arrive en effet , puis- 
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que, aussitôt après une de ces percussions capables de mettre 
le solide dans l'état de mouvement où il se trouve en réalité, 
le couptedes forces centrifuges se développe naturellement 
et agit pour déplacer l'axe instantané. 

Nous croyons inutile d'^outer que le couple des forces 
centrifuges ou de renversement disparait, lorsque le solide 
tourne autour d'un des axes principaux du centre de gra- 
vité. Si le solide est en même temps sollicité par un couple 
extérieur, comme celui-ci est alors, par hypothèse , néces- 
sairement perpendiculaire à l'axe principal, le couple auxi- 
liaire disparaît également. 

2i5. — Solides assuJelliB. — L'application de la théorie 
des couples aux solides assujettis n'offre aucune diflicullé. 

S'il s'agit, par exemple, d'un solide mobile autour d'un 
point fixe, on pourra raisonner pour ce point comme pour 
le centre de gravité. Ainsi, en le prenant pour centre de la 
composition, toutes les forces, tiansporiées parallèlement à 
elles-mêmes, s'y réduiront à une seule, qui scraannutée par 
la résistance du point fixe, et, quant aux couples engendiés 
par cette translation, ils se réduiront aussi à un seul, qui 
conservera toute son efficacité pour faire tourner le solide 
autour du point fixe, comme naguère autour du centre de 
gravité. D'où il ressort que les équations du mouvement et 
de l'équilibre se réduiront aux trois équations des moments, 
obtenues en prenant le point pour origine des coordonnées; 
pareillement, les axes principaux du point joueront le 
même râle que les axes principaux du centre de gravité, et 
l'axe instantané de la rotation sera perpétuellement renvei'sé 
autour de ce point par le couple des forces centrifuges. 

Si le solide ist assujetti à tourner autour d'un axe fixe, il 
est%isiblc que toutes les forces transportées en un point 
quelconque de l'axe sont détruites, et que le couple unique 
peut être décomposé en trois autres, savoir : l'un perpendi- 
culaire h l'axe, et les deux autres suivant deux plans passant 
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par l'uxc. De i-cs irols coiiplcB, le pi-eniier sciil g:ird(! son cf- 
ficaciic et déiei'ii)iiie la rolation autour de l'^ixe fixe. L'é- 
quation unique du mouvement n'est autre que i'équuUon 
connue, dans laquelle la somme des moments des forces re- 
présente précisénrient le moment du couple normal. Quant 
au couple des forces centrifuges et quant an couple auxi- 
liaire, ils sont détruits par la résistance de l'axe fixe. — Si 
cet axe est un des axes principaux du centi« de gravité, un 
couple de perctissions, appliqué sur le sotiile, ne donnera 
lieu à aucun contre-coup sur l'uxc fixe. 



CxICNdon de la Ib^rie des eeuples tk 1« M^eani^iNe 
des tiysl^Mes walériels i|«eleoM4ae«. 

34G. — Considérons un système, dynamique ou géomélri- 
qiie, qui se meut en vertu de ses seules forces intôrieui-es et 
qui est entièrement libre dans l'espace absolu. 

Le groupe de forces instantanées, capable à un inslant 
quelconque de réduire le système an l'epos, on, ce qui re- 
vient au même, le groupe égal et contraire, qui équivaut 
au monvement actuel du système, satisfait à )a double con- 
dition de donner des sommes constanlcs de composantes 
suivant les trois axes et des sommes constantes de moments 
suivant les trois plans (n° 137). 

Mais, si l'on vientàsolidifiertoutàcouple système, on ne 
modifiera pas tes sommes des quantités de mouvement sui- 
vant les axes, ni les sommes des moments de ces quantités 
de mouvement suivant les plans. Donc le groupe de forces 
capable de i-éduire au repos, à un instant quelconque, le 
système supposé solidifié fournira les mêmes sommes de 
composantes et de moments à une époque quelconque du 
mouvement. Or, ce groupe de forces, étant dès tors appliqué 
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à un solide, se composera en une seule'force et en un seul 
couple. Par conséquent, cette résultante et ce couple uni- 
(|ue demeureront constants, quel que soit llnstant consi- 
déré. 

Ainsi, lorsqu'un système matériel se ment sous l'action 
de ses seules forces inlcrieures, la Torce instantanée qui re- 
présente la translation du système supposé soU<tilîé, et le 
couple instantané qui représente la roialion de ce même 
système autour de son centre de gravité, conservent indéfi- 
niment les mêmes valeurs e( les mêmes directions. 

Ce pi'incipe de la conservation de la force et du couple 
constitue la plus grande généralité possible que reçoive l'ex- 
pressiou de la loi d'inertie^daus les systèmes à liaisons quel- 
conques. 

La conservation du couple cori'cspond au principe de la 
conservation des aires, avec cette grande supériorité que ce 
qui n'était qu'un résultat. analytique, sans aucune significa- 
tion concrète, prend désormais ce caractère de réalité qui 
plaît à l'esprit en matérialisant en quelque sorte l'objet de 
ses conceptions logiques. On y trouve en même temps une 
explication bien simple de l'invariabilité du plan maximum 
des aires, qui n'est autre que le plan du couple de rotation. 
Du même coup, on voit que ce plan conserve la même di- 
rection, et que la somme des projections des aires est plus 
grande pour lui que pour tout autre; car la projection du 
couple sur un plan quelconque est évidemment moindre 
que ce couple lui-même. 

On remarque aussi, comme on l'a déjà fait ponr les soli- 
des, que, le centre de la composition pouvant être pris par- 
tout où l'on voudra, le moment et la direction du couple 
résullant, et par suite le plan invariable et le maximum des 
aires, ont lieu, avec des valeurs différentes, pour chaque point 
de l'espace. Dès lors, la direction du plan invariable n'est 
véritablement déterminée que si l'on assigne quelque autre 
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condition, par exemple, celle que le maximum soit moindre 
pour le poiut choisi que pour tout autre. Il est évident que 
cette condition répond à une composition telle que la direc- 
tion de la résultante unique soit pei^endiculaire au plan du 
couple unique. Car, ponr peu qn'on écarte le point de la di- 
rection de cette résultante, on engendrera, par la tranda- 
tion k ce point, un nouveau couple perpendiculaire an pré- 
cédent, et qui se composera avec lui pour donner un couple 
unique plus grand; parsuite, le nouveau maximum des aires 
correspondant au point ainsi déplacé surpassera le maxi- 
mum préalablement choisi. Cette condition de perpendicu- 
larité, entre la résultante et le couple, permet de déterminer 
exactement le point en question. Il est visible en même 
temps que tous les points qui appartiennent à la direction 
de cette résultante donneront la même valeur minima du 
maximum. Car, par la translation à nn de ces nouveaux 
points, on n'engendre pas d'autre conple, attendu que le 
bras de levier est forcément nul, par suite de ce que le dé- 
placement coïncide avec la direction de la force transportée. 
2Û7. — Les résultats qui précèdent conviennent mani- 
Testement au système planétaire, qui n'a aucun point fixe 
et qui n'est sollicité que par des forces intérieures. L'appli- 
cation de la théorie des couples au plan invariable du monde 
jette une grande lumière sur la cause des erreurs qu'on a 
commises dans la recherche de ce plan, et qui consistent, 
ainsi que nous l'avons dit au b' 139, en ce qu'on a négligé 
la rotation des planètes el du soleil sur eux-mêmes et la cir- 
culation des satellites autour de leurs planètes, u 11 semble, 
« en effet, dit M. Poinsot, que ces aires n'étant point tracées, 
« comme celles des révolutions des planètes, autour d'un 
même centre, mais se décrivant à part autour de divers 
tt centres particuliers, elles sont en quelque sorte des aires 
« indépendantes, et qu'elles ne doivent point entrer dans la 
« combinaison dont il s'agit. Ainsi, en supposant même que 
10. 
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Il la considération ée ces quantités se fût présentée un mo- 
« ment à l'esprit, on voit qu'elle aurait pu être écartée aus- 
« silAt comme une idée étrangère , et sans qu'on en fit 
« aucune mention. C'est ce qui explique naturellement 
« l'omission et l'erreur dont ]e parle et qui a pu si facile- 
« ment échapper dans l'ancienne théorie. Mais, dans nos 
« principes, celle omission est impossible; car, pour nous, 
« les aires ne sont point des surfaces qu'on projette sur tel 
« ou tel plan, mais de véritables forces de rotation ou des 
« couples qui s'exercent dans le système : et il ne s'agit pas 
« ici de simplifier un calcul ou de rechercher uu plan sur 
« lequel la projection des aires soit un maximum, mais bien 
« de composer entre eux ces couples qui agissent, et de dé- 
« terminer la grandeur et la position du couple unique qui 
« en résulte ; couple remarquable, dont on démontre que le 
« plan et la grandeur se conservent les mêmes dans tout le 
« cours du mouvement, malgré les changements qui arri- 
u vent aux grandeurs et aux inclinaisons mutuelles des dif- 
« férents couples qui le composent. Par cette notion dyna- 
« mique des aires, il suffit donc de jeter les yeux sur le 
«système du monde pour voir que l'aire maximum, ou, 
« pour mieux dire, que l'aire résultante doit être composée, 
« non-seulement de celles qui vieuucut du mouvement des 
« planètes dans leurs orbites, mais encore de celles qui nais- 
« sent des mouvements particuliers des satellites et de la 
« rotation de tous ces corps sur leurs propres axes : car, 
« bien que ces aires soient décrites autoui' de différents cen- 
« très, comme elles ne sont qu'une expression géométrique 
« des couples qui If s produisent, il est évident qu'elles doi- 
« vent être toutes rapportées à uu seul et même foyer et se 
« composer ensemble comme si leurs plans y ctaicni tous 
« transportés parallèlement à eux-mêmes. » 
. Passant ensuite à des considérations plus élevées encore 
sur l'invariabilité du plan maximum, déterminé même en 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



THËOKIE DES COUPLES. )&9 

tenant compte exactement de to'iis les éléments dont nous 
venons de parler, le grand géomètre s'exprime ainsi : « 11 
« serait hors de toute vraisemblance qtie les étoiles n'eus- 
« sent aucune uction sur le soleil et les planètes qui l'ac- 
« compagnent ; et de cette action inégale sur les différents 
11 points du système doit réstilter un couple infiniment petit 
« qui altère insensiblement la position du couple actuel qut 
« anime ce système. 

« Ainsi, notre pian invariable même avec le temps pourra 
Il changer. Dans nos théorèmes mathématiques, tout est rl- 
H gourcus. La conservation du mouvement du centre de gru- 
« vite et celle des aires ont lieu sans la moindre altération, 
-11 parce qu'on y suppose un système parTaUement libre, 
Il c'est-à-dire tel qu'il serait s'il existait seul dans l'espace. 
<i Mais, dans la nature, on ne peut plus faire cetie supposi* 
Il lion, [.nisque, au delà de notre système solaire, nous dé- 
" couvrons tant d'autres corps qui peuvent agir sur lui. Ne 
11 perdons jamais de vue que ces idées de constance et d'u- 
« nirormité, qui plaisent tant à l'esprit dans l'étude de la 
Il nature, n'ont au fond rien d'absolu ■ elles ne conviennent 
« qu'à ce peu d'étendue et de durée qui nous est accordé 
u dans le temps et dans l'espace. Il eu est du dcveioppe- 
II ment de ces grands phénomènes comme d'uite courbe im- 
« mense, dont nous ne verrions qu'un arc d'une petite éten- 
<i due, et que nous prendrions pour une ligne droite dans 
« tout le reste de son coui's. Pour arriver à la constance ab- 
II solue, il faudrait remonter à tout l'ensemble des corps de 
Il cet univers, de manière qu'il ne restât plus rien d'cxté- 
« rieur à consiiérer. C'est alors qu'on pourrait dire de cet 
« ensemble que le mouvement du centre de grivilé est ri- 
II goureusement uniforme et reeliligne, et que la résultante 
Il générale de toutes les aires décrites est inaltérable de 
Il grandeur et de position dans l'espace absolu. Mais alors, 
Il comme on ne verrait plus aucune raison pour que ce 
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« centre fût porté d'uD c6té plutAt que de tout autre ni que 
H l'ensemble des corps tournât dans un certain sens plutôt 
« que dans le sens contraire, il faudrait conclure que le 
"Commun centre de gra¥Îté est parfaitement en repos, et 
« que la résultante générale des aires est entièrement nulle. 
t< Ainsi, l'on trouverait que toutes les forces et tous les mo- 
« ments de l'univers se balancent : je yea\ dire que si tous 
« les corps qui existent venaient à se lier entre eux de ma- 
« nière à former un système invariable de figure, ce sys- 
« tème général deviendrait parfaitement immobile dans 
« l'espace absolu. » 

Bien que les réilexions qui précèdent semblent dépasser 
les bornes légitimes de la mécanique rationnelle, pour ren- 
trer plus spécialement dans le domaine de la mécanique 
céleste proprement dite, nous avons cru devoir les présen- 
ter ici, parce que, outre le sentiment de profonde philoso- 
phie qui les inspire et dont il importe d'être toiijours péné- 
tré, elles offrent un dernier éclaircissement de la conception 
des couples et comme le couronnement de cette ingénieuse 
tbéorie. 
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A LA MÉCANIQUE DES SOUDES REELS. 



2Zi3. — Ainsi que nous l'avons souvent taii ohaener^ 
les solides géométriques ne sont pas entièrement assimila* 
bics aux solides réels ; car ceux-ci, au lieu d'c^rir celle in- 
variabilité de forme que nous supposons dans les premiers, 
sont, au contraire, paractcrisés par celte circonstance géné- 
rale que leurs molécules peuvent subir des déplacemenls 
plus ou moins grands, les unes par rapport aux autres. Eo 
sorte que les solides réels sont de vrais systèmes dynamiques 
dans lesquels les forces de liaison permettent, dans une cer- 
uine mesure, le rapprochement ou l'éloignement des divers 
points matériels. 

De ce fait capital, qui se manifeste sans exception pour 
tous les corps de la nature, résultent les conséquences sui- 
vantes : 

1" Les trajectoires des points ne sont pas exactement 
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celtes qui résulteruicnt d'une iranslalion commune eoml»iiiée 
avec une rotation de tout le système ; 

5" Le mouvcmenl d'un corps, appuyé sur d'autres coi-ps 
ou sur des snrraces censées fixes, ne fait pas nattre seulement 
lu i-ésistancc normale que nous avons considérée dans nos 
calculs tliéoriines; mais la défoifnalion qui se produit peu- 
dant le contact engendre une résistance particulière, connue 
sous le nom de IVollement, et qui agit toujoui's pour ralentir 
le mouvement; 

3° La force vive totale d'un corps n'est pas exactement 
celle dont ou fait l'estimation, quand on suppose tacitement 
que le système est géométriquement solide ; 

4* Les variations de forces vives dues aux cbocs, c'est-à- 
dire aux rencontres des corps entre eux ou aux reneontres 
d'obstacles fixes, n'ont pas lesvaleui's qu'on u trouvées dans 
la mécanique générale, où l'un admctiait une rigidité abso- 
Ine des parties matérielles en piésence. 

La première de ces conséquences ne donne lieu à aucun 
développement spécial : puisque la considération des mou- 
vements individuels des points n'offre pas d'intérêt, dans les 
solides géométriques , ou comprend qu'à plus forte raison 
on ne s'en préoccupe pus dans les solides approximatif^. 

La seconde conséquence est exclusivement du ressort de 
la mécanique appliquée, et il n'y à d'autre principe à pi-é- 
senter ci sur l'influence du frottement que cette vérité assez 
vague que nous avons énoncée tout à l'heure, ik savoir, que 
le frottement constitue toujours une résistance pins ou moins 
grande au mouvement. 

La troisième observation donne lieu, au contraire, à cette 
proposition très-intéressante, que dans les corps dont la dé- 
formation est insensible, les mouvements relatifs des parti- 
cules n'influent pas sur l'estimation de la force vive, quelque 
grandes d'ailleurs que soient les vitesses de ces mouvements 
relatifs. 
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La dernièi'e conséquence est l'objet d'un théorème con- 
sisUnt en ce que, dans la nature, les perles de forces vives 
dues atix chocs sont toujoui-s moindres que celles qu'on a 
calculées pour les systèmes géométriques. 

Ces deux propositions vont être examinées dans cet appen- 
dice. Elles auront, comme on voit, leur principale utilité 
dans la mécanique appliquée. 



349. — Dans tous les systèmes dynamiques dont lu dé- 
formation est insensible, on qui ont l'apparence de solides 
invariables, les vitesses, même très-grandes, que peuvent 
avoir les diverses parlicules dans les mouvements relatifs, 
b'influent pas sur l'oslimalion générale de la force vive. En 
d'autres termes, on penl évaluer la force vive du système 
comme s'il s'agissait d'un vrai solide géométrique. 

Oii remarquera qu'il ne faut pas Confondre l'amplitude 
des monvemenls relatifs avec la grandeur de leurs vitetsei. 
Ces vitesses peuvent être fort considérables, quoique l'éten- 
due des déplacements sott elle-même fort petite. Il suffit 
que les forces de liaisons varient très-rapidement de gran- 
deur et de sens ; de telle sorte qu'un point matériel vivement 
écarté de sa position d'équilibre relatif s'approche fort vite 
des points voisins, pour en être aussitôt repoussé. De ces 
alternatives résulte un mouvement oscillatoire ou im ébran- 
lement, dans lequel les particules peuvent s'agiter entre des 
limites très-étroites, tout en effectuant un nombre immense 
de semblables vibrations pendantun temps assez court. Cette 
distinction montre qu'il n'est pas évident, àprtori, que l'ab- 
sence de déformation sensible entraîne la rigoureuse assi- 
milation de la force vive avec colle des solides invariables. 
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C'est pourquoi oq doit en donner une démonstradon mathé- 
matique, conformémeut à ce que nous avons énoncé. 

Cette démonstration se déduit facilement de la théorie du 
mouvement relatif. On a vu en effet (n° 173) que l'expression 
de l'erreur qu'on commet en appréciant la variation de force 
vive d'un système variable, sans tenir compte des mouve- 
ments des parlicnles, les unes par rapport aux. autres, est 
fournie par le terme 

(1) 2P.V.'d(cos(P„V,). 

dans lequel Vr représente la viiosse du mouvement relatif 
négligé, et Pe la force d'entraînement, c'est-à-dire la force 
qu'il faudrait appliquer à chaque point matériel du corps 
ébranlé pour lui faire prendre le mouvement qu'il aurait en 
effet s'il était tout à coup solidifié. 

Nous avons donc ici ; i" à rechercher la valeur de cette 
force Pi pour chacune des particules du système; 2° à for- 
mer le produit de cette force ainsi trouvée par l'élément par- 
couru en vertu de la seule vitesse relative ; 3° à éteudre ce 
produit à toutes les particules constitutives du système; ce 
qui fournira l'erreur commise dans l'appréciation de la va- 
riation élémentaire de la force vive ; 4° à prendre l'intégrale 
entre deux époques données, ce qui donnera l'erreur com- 
mise dans l'appréciation de cette force vive elle-même. 

Soit m la masse d'un des points matériels du système. La 
force P. qu'il faudrait lui appliquer pour lui communiquer 
le mouvement qu'il prendrait si le système était tout à coup 
solidifié, peut être remplacée par deux autres forces : 1° celle 
qui engendrerait une translation de ce point, égale et paral- 
lèle au mouvement du centre de gravité du corps solide; 
3° celle qui déterminerait une roution autour de ce centre. 

Or, si ^t , Jf> 1 2| ^Qt les coordonnées, par rapport à Urote 
axes fixes, du centre gravité du système solidifié, la force 
capable de la translation du point m sera représentée par 
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gnent tes projectioDS suivant les mêmes axes du déptace- 
meni que reçoit le point m en vertu de sa vitesse relative, 
la poitiau de l'erreur commise, afférente à la force de u-ana- 
lation, sera égale à . 

En effet, te produit d'une force qnelconque par la projection, 
sur sa propre direction , du déplacement élémentaire du 
point, est, comme on sait, égal à la somme des produits de 
ses trois composantes par les projections du déplaceinent 
suivant les mêmes a\es (n° 85). 

Si l'on forme pour tous points les quantités analogues à 
(3), et qu'on les ajoute, la somme 

(S) -^lmd^+ -^lmd,jf + -^lnu{^ 

représentera la portion d'erreur commise correspondant à 
la translation de tout le système. Mais il est visible que cette 
quantité (3) est nulle : car les forces de liaisons nécessaires 
pour la solidiiication dn système à un moment quelconque, 
étant égales deux à deux et inversement dirigées, ne chan- 
gent pas la position absolue du centre de gravité : or, la 
somme Imi^ est égale, d'après les propriétés connues, à la 
masse totale dn système multipliée par la variation de l'ab- 
scisse du centre de gravité ; donc I.tnd.x = o ,' et de même 
pour chacune des deux autres sommes. 

Ainsi, ou ne commet aucune erreur en négligeant le tra- 
vail, dans le mouvement relatif, des forces capables de ia 
translation du corps solidifié. 

Passons maintenant à la force de rotaUon du même point 
m, Bemarquons que cette force peut être remplacée par 
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deux autres; l'une taugenUelle à l'arc que décrit actuelle- 
ment ce point m, l'autre centripète ou perpendiculaire à 
l'axe instantané de rotation. Décomposons la rotation autour 
de l'axe en trois autres autour des axes principaux d'inertie 
du système rendu solide, et soit p, q, r les vitesses angu- 
laires autour de ces axes. Rien n'empêche de supposer qu'à 
l'insianl considéré les axes fixes de coordonnées ont été 
choisis de manière à coïncider avec les axes principaux dans 
leur situation actuelle : en sorte qaop, q, r seront aussi les 
vitesses angulaires respectives autour des axes des ^r,, des 
S, et des ï,. 

Cela posé, la force tangentielle du point m pourra être 
remplacée par les trois forces tangentielles correspondant aux 
trois rotations p, q, r, et de même sa force centripète pourra 
être remplacée par les trois forces centripètes correspon- 
dant aux mêmes rotations. 

Pour avoir la valeur des trois forces tangentielles du point 
m, rappelons d'abord que, d'une manière générale, si V est 
la vitesse absolue d'un point, sa force tangentielle est égale 

à "''jT' Appliquons cette formule aux trcùs mouvements 

rotatoires autour des axes. 

1* Rotation autour de l'axe des x : — la vitesse angulaire 
du point m est p ; sa dislance à l'axe est égale à l/y' + z' : 
sa vitesse absolue est pV/y' + z' : sa force tangentielle est 

donc m \/y^ + ^ 3/ ■ ^^ composantes de cette force sui- 
vant les axes des x, des y et des 2 sont en conséquence : 



2° Rotation autour de l'axe des y -. — la vitesse a ngulaire 
est 5, lu distance V/jr'+r', la vitesse absolue qV x'+ï*, 
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la force taiigeiiiielle m\/x^-i-2' -^ , et les composantes sui- 
vant les trois axes : 

dq dq 

dt ^ ' dt 

3° Kotation autour de l'axe des z : — on verra de même 
que les composantes sont : 



D'api-ès cela, la force laDgenlielle totale du point m, c'est-à- 
dire celle qui résulte de l'ensemble des trois rotalioits;>, q, r, 
aui'a pour composantes : 

(dq dr \ 

suivant 1 axe des t : *" \ rf( ^ ~ ^ ^ ) ' 

suivant Taxe des y : m 1 t- x — t- 2 1 ; 

Pour avoir le travail, il Tant multiplier respectivement ces 
composantes par d,s, d,y, d,z. La somme des trois produits 
représente la portion d'erreur duc à la force tangentielle du 
point m. Faisons de même pour toutes les autres particules 
matérielles, et ajoutons : la quantité obtenue, en remar- 
quant que les variations élémentaires des vitesses angulaires 
sont les mêmes pour tous les points, pourra s'écrire ainsi : 
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elle exprime la portion d'erreur provenant de toutes les 
forces taugentielles du système supposé solidifié. Mais les 
termes sous le signe 2 représentent les raomeDls, sur chaqae 
plan coordonné, de la quantité totale de mouvemeni due aux 
seules vitesses relatives ou d'ébranlement des particules. Or, 
la solidification du système ne changeant pas les moments 
de sa quantité absolue de mouvement, il s'ensuit que les mo- 
ments engendrés par ces vitesses relatives doivent donner 
des sommes nulles. Donc cette seconde partie de l'erreur 
commise daas l'appréciation des forces vives est égale à zéro. 
Recherchons enfin le travail correspondant aux trois forces 
centripètes du point nt, en remarquant que, d'ane manière 
générale, si V est la vitesse et p le rayon du cercle décrit, la 

force centripète est égale à ou mil'p , en appelant ii 

la vitesse angulaire. 

1° Rotation autour de l'axe des x : en raisonnant comme 
pour les forces tangenticlles, il n'est pas diBttcile devoir que 
les composantes , suivant les irois axes, de cette première 
force, sont respectivement égales à : 

o , — mp'y 1 — mp'ï , 

V Rotation autour de l'axe des y : les composantes sont : 

— mq^x , o , — mq^z , 

S* Rotation autour de l'axe des z : les composantes sont : 

— mr*a! , — tm^y , o . 

Les composantes , suivant les axes, de la force ceutripète 
totale du point m auront donc |iour valeurs : 

Multiplions-les respectivement par rf^r, dry, d,z, et ajou- 
tons les produits. Étendons ensuite la somme à tous les 
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poiuls matériels : la portion de l'erreur commise , due h 
toutes les forces centripètes du système supposé solide, sera 
représenté par la quantité suivante : 

— (q* +r=) Imxd^ , — (p' + r') lmyd,y , 
— (p" -\- f) Itmd^ . 

Or, remarquons que xd^ peut être remplacé par la dif- 
férentielle de i ;r% prise dans le seul mouvement relatif, 
c'est-à-dire par -; d^ : de même pour yd^ et xdrZ. Par 
suite la somme précédente peut être mise sons cette forme : 

— ir^d,lm C»* + y') . — i q'd,lm {x* + z") , 
~\y?d,l.m (y' + z') . 

Chacune de ces trois sommes représente le moment d'iner- 
tie du système par rapport à l'axe correspondant. Puisque 
les axes de coordonnées coïncident ici avec les axes princi- 
paux, les moments d'inertie sont précisément les moments 
principaux, que nous désignerons, d'après nos anciennes no- 
tations, par A, B, C. La quantité ci-dessus s'écrira donc : 

— \ i^dk -f- f rfB -(- r^dC) , 

et c'est là ce qui représente finalement la totalité de l'erreur 
commise dans l'évaluation et la force vive du système 
ébranlé , considéré comme parfaitement solide. Or, ]e pré- 
■ tends que celle quantité est toujours négligeable entre deux 
époques quelconques du mouvement. On remarquera que 
nous avons supprimé l'indice r au signe de la différentiatioii. 
En effet , la variation des moments d'inertie principaux ne 
pouvant dépendre que des mouvements d'ébranlement des 
points matériels , il est tout ù fait inutile d'Indiquer qu'il 
s'agit spécialemeDl des difrérentielles prises par rapport à 
ces seuls ébranlemenis. 
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Nous allons maintenant prouver que l'intégrale 



jip'dx + 9MB -{- l'rfC) , 



étendue b, «ne péiiode quelconque du mouvement, est tou- 
jours une quantité très-petite. 

A cet effet, intégrons par partie, il viendra : 

r^pHK +9¥B+r'dC) = A(pJ— A^pJ + Bj^J — B,^J + 
-)- C,r* —0,1-3 — P'iKdp' + B(V + Crf»') . 

Or, les valeurs des moments d'inertie, ù une époque quel- 
conque, différant irès-peu de celles qu'ils ont à l'origine du 
mouvement — puisque les vibi-ations des points maiériels 
s'effectuent toujours entre des limites fort ressiTiées — nous 
pourrons écrire que la valeur de A, à tout instant, est égale 
à la quantiié fixe A, augmentée de $Ag ; ce dernier terme 
représentant une certaine funclion du temps, convenable- 
ment choisie, dont la valeur est d'ailleurs toujonrs très- 
petite. Nous emploierons la métnu notal'OH à l'égard des 
deux autres moments d'inertie, et, en subriituant dans I1n- 
tégrale du second membre de l'équation ci-dessus, nous au- 
rons : 

J*' (hdp'+Sdf+Cdr^) = A„(pî - pi) + B,(9Î - ?'J -I- 

G,{r\~rl) 

+ i (5A„(/p'-|-5B,rffl=-|-îC„dv'). 

Finalement, l'expression de l'erreur cliercliée prendra la 
forme suivante ; 
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•dA + v'riB -J- r'dC}= (A, - AJp' + (B, - h^f + 

f' (5A^p'+iÎB,d9* + ÎC/r'). 

Mais, puisque les ébranlements supposés du système ne le 
déformeut pas d'une maitière sensible, il s'rnsuit que les 
différeuces A, — A„ B, — B,,, C, — C,, entre les valeurs des 
moments d'inertie au commencement et à la fin de la 
période considérée, sont extrêmement petites; donc la pre- 
mière partie du second membre l'eprésente une quanlilé 
négligeable. Quant ù l'intégrale de ce second membre, elle 
est aussi très-petite, puisque les valeui-s des fonctions du 
temps, $A«, $ht, dCg sont constamment fort peu différentes 
de zéro. Donc enfin, le second membi-e tout entier, c'est-à- 
dire la totalité de l'eireur commise dans l'évalualion de la 
force vive peut être négligée sans erreur appréciable. C'est 
justement ce qu'il s'agissait de démontrer. 

Ce raisonnement s'appuie, comme on voit, sur ce que les 
moments d'inertie principaux varient fort peu pendant toute 
la suite du mouvement; mais il n'implique rien au si^et de 
la grandeur de la vitesse relative des particules, qui peut 
être très-considérable, sans porter atteinte au résultat pré- 
cédent. 

La proposition qu'on vient d'établir montre ainsi que 
dans le mouvement de tous les corps naturels, dont la forme 
varie peu, on peut entièrement négliger les vitesses d'ébran- 
lement Les systèmes qui constituent les corps êolidei ap- 
parent! sont tous dans ce cas. Il n'en est pas de même des 
systèmes, tels que les gaz, où l'ébranlement des paiticules 
peut entraîner des déformations considérables, qui ne per- 
mettent, plus de faire usage de ce théorème. En général, il 
tant compter que l'estimation de la force vive d'un système 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



t6} APPBNIIICB. — StXJDES DtFOUUSIES. 

ébranlé, en ne se préoccupant pas des ébninlenients, Mt 
d'autant plus voisine de l'exacte vérité que te mouvemeNt 
apparent on moyen de ce système diffère moins de son 
mouvement réel, ou que saTorme apparente diffère moins de 
sa forme réelle — quelles que soient, d'ailleurs, tes vitesses 
vibratoires des particules matérielles. 

Ce tbéoi-ème, dû à M. Coriolis', a été reproduit, dans la 
foime qu'on vient de voir, pur le savant M. Combes. 



PropoiillIoB deaxlèmc. 

250. — Bemarque préliminaire. — Avant de formoler 
ce théorème, il est nécessaire de présenter quelques consi- 
déiatioos. 

Ainsi que nous l'avons déjà dît, les corps naturels) méaae 
dans leur plus grand état de coUésion, ne sont point assimi- 
lables à des solides géométriques. Ils sont, au contraire, 
caractérisés par celte circonstante que les molécule» y peu- 
vent recevoir de petits mouvements relatirs. Tant que tes 
actions extérieures ne dépassent pas certaines limites de . 
grandeur — ce qui est le cas de la plupart des forces cmti- 
nues propi ement dites — les déplacements relatirs ou les 
ébraulements sont assez petits pour qu'il n'en résulte aucune 
déformation sensible des corps qui méritent vériiableateBt 
dans la nature la dénomiuation de corps solides. C'est jusle- 
mint là ce qui a donné lieu à la proposition précédente sur 
l'évaluation de la force vive dans les systèmes ébranlés. 
Mais il n'en est plus ainsi lorsque les forces extérieures res- 
tent dans la catégorie de celles que nous avons appelées ius- 
tantauées, comme, par exemple, dans les phénomènes de 
chocs ou percussions. Alors les actions développées pendant 

• Trotta de la nécaniq** du eer|M siÀHer, p. 82 et suif intcs. 
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le choc ëtant très-considérables , il en résulte des déforma- 
tions qui ne sont pas négligeables , et qui ont pour effet de 
ftrire varier , en famoindrissant , la perte de force vive .cal- 
culée , pendant h percussion, pour des corps supposés ma- 
thématiquement rigides. Celte aliéralïoti de la perte théo- 
rique de force vive tient à ce que la déformation produite 
pendant le choc n'est jamais permaneiile en tolalité. Je 
veux dire par là que , souS l'influence des actions molécu- 
laires, qui ont commencé par céder à l'intensité du cboc et 
par permettre le refoulement des points matériels les uns 
contre les autres, ceux-ci tendent plus ou moins à reprendre 
lem* situation primitive, de telle sorte que les actions molé- 
culaires , pendant cette deuxième période du phénomène , 
huerrienncnt en sens contraire pour détruire une partie de 
l'effiît d'abord produit : et c'est ce qui fait que ta peitc de 
force vive calculée d'après la théorie du n' 152 est toujours' 
plus on moins diminuée. Nous achèverons bientôt du reste 
d'éclairef ce point important. Mais sans nous y arrêter da- 
vantage en ce moment, nous établirons trois catégories 
parmi tes systèmes matériels à vibrations : 

t* Nous nç^eWerom corpg parfaitement e'iaitiques ceux 
qni jouissent de la propriété de reprendre exactement leur 
forme primitive aussitôt après le choc qui a entraîné la com- 
pression des particules. 

2° Nous appellerons corpt ive'faxltqnes ceux qui ne re- 
prennent pas du tout leur forme primitive, ou dont la défor- 
(hatioR produite par le choc persiste intégralement après la 
cessation deceUii-ci. 

3° Enfin nous appellerons corps imparfaitement élatti- 
quet ceux dont ia déformation ne disparaît qu'en partie. 

Dttns la nature , celte dernière catégorie est la seule qui 
existe réellement. Il n'y a pas de corps connu qui soit abso- 
lument élastique ou absolument dépourvu d'élasticité. Mais 
nous devons néanmoi^is, en mécanique l'Utionnelle, examiner 
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les deux autres cas. qui forment comme les limites extrêmes 
de la propriété imparfaite dont nous parlons. 

Dans un choc , nous nommerons déformation maxima 
la déformation la plus grande qui a Heu il un certain mo- 
ntent du cfaoc, déformation permanente, celle qui persbte 
après le choc, et déformation regagnée, la différence entre 
la déformatiou maxima et la déformation pennaneûte. 

On remarquera que nous ne préjugeons absolument rien 
sur la nature intime des causes qui déterminent ces phéno- 
mènes d'élasticité, rfoits nous bornous à supposer que le 
fait existe dans les systèmes que uous allons considérer, et 
nous laisouneroQS en vertu de cette hypothèse. Il est bieo 
évident que, si, dans la nature, le fait en question ne se trou- 
vait pas réalisé , nous ne pourrions cUiblir aucune assimila- 
tion utile avec nos types actuels. Mais nous n'eu avons pas 
moins le droit d'examiner ces types abstraits et d'en tirer 
des conséquences qui leur conviennent mathématiquement. 
Quant à la question d'assimilation, elle est, je le répète, en- 
tièrement réservée. 

351. — Cela posé, la proposilijn que nous avons en vue 
est celle-ci : 

La perte de force vive, due au cboc, e&t toujours propor- 
tionnelle à la déformation permanente; elle est nulle dans 
les corps parfaitement élastiques, et égale à la perte théo- 
rique dans Ifs corps inélastiques. 

Pour plus de simplicité, nous ne considérerons que des 
coi-ps homogènes , de forme spbérique , et dont les centres 
de gravité se meuvent suivant la même ligne dnùte. De là 
on pourra conclui'c facilement ce qui doit se produire dans 
les phénomènes de chocs plus généraux. 

En outre, dans ce cas éminemment simple, on pourra dé- 
terminer les vitesses des centres de gravité après le choc. 

Soit donc les deux cotps M et M' (flg. 68), dont les 
(entres de gravité G eL G' suivent la même droite OX, et 
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qoi sont animés de vitesses respectives V et V au moment 
du choc. 

Supposons, par exemple, que les deux vitesses soient 

dirigées duns le même sens, ei que V soit plus graud que V. 

Les deux corps se rencontrent, et les deux points a et a' 

de la ligne des cenires se mettent au contact (fig. 69). 

A partir de ce moment , le corps M pressera contre le 

M'^^'V corps M' en vertu de son 

excès de vitesse, et les deux 

masses se d4>rormeront mu- 




- tuellemenl , de façon que le 
contait, au lieu de coniî- 
nucr par les deux seuls 
points a et a', continuera 
suivant une certaine snr- 
I^X face, variablependanl la du- 
rée du choc. Pendant ce con- 
"»• *•■ tactJecorpsM'.faisantobs- 

tacle au mouvement du corps M, se comportera comme une 
certaine résistance, qui agira sur le corps M en sens con- 
traire de sa vitesse. De même le corps M, qui presse le corps 
M', se comportera comme une certaine force motrice, qui 
agira sur le coips M' dans le sens de sa vitesse. En vertu de 
la deuxième loi fondamentale , cette force motrice et cette 
résistance, représentatives des aci ions mutuelles des deux 
corps, seront constamment égales et opposées, tout en va- 
riant d'ailleurs pendant toute la durée du choc. Désignons 
par R l'intensité commune de ces deux forces à un iustant 
quelconque. Le mouvement des deux centres de gravité G 
et G', pendant le choc , aura donc lieu comme sr , outre les 
vitesses V et V dont ils sont respectivement animés, ils 
étaient en même temps soumis , l'un à la force — R , et 
l'autre à la force + R. 
Cette situaiion se prolongera tant que la vircsse V sera 
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Bupéri«Nre à la vitesse V. Mais il arrivera uq mometit où, 
la première de ces vitesses diminuant toujours sous l'actioB 
de la force — R, et l'autre augmeatant toujours sous l'actkiit 
de la force + R , elles se trouveront exactement égales , et 
auront une valeur commune. 

Ce momeol sera celui qui correspondra à la de'formation 
maxima, car, les deux corps possédant alors la même 
vitesse, il est bien visible que la compression mutuelle, qui 
entraîne la déformation , ne peut plus être continuée d'au- 
cune manière, et qu'elle aura d'ailleurs constamment aug- 
inenté jusqu'à ce moment. 

Quant à l'étendue de cette déformation mutuelle , elle est 
évidemment égale à la distance dont se sont rapprochés les 
deux centres G et G' depuis 
le premier contact , ou à la 
— ^ dimiouiiondelalignedescen- 
tres G G'. La fig. (70) montre 
Fis. i*^' la position des deux corps à 

l'instant de la vitesse commune V,. La surface de contact y 
est alors représentée en qg, et les deux corps sont déformés, 
le premier de la partie qa», et le second de la partie qa't. 

Si nous désignons par t et i' les deux déformations 
naxima dont la somme est égale ù la diminution de la ligne 
des centres, le travail développé jusqu'à ce moment par 
les deux forces réciproques — R et + R aura pour valeur 

— I Rdr, en représentant par dr la variation élémen- 
taire de la ligne des centres. Ce travail est négatif, puisque 
les deux forces agissent dans le sens de l'écartement des 
points G et G', tandis que ceux-ci se sont effectivement rap- 
prochés. Dès lors cette intégrale représente la perte de force 
vive qui s'est produite pendant la compression : en d'autres 
termes, on a la relation : 
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en désignant par R, une certaine valeur moyenne de la 
force R, dopl l'intensité varie depuis le premier contact jus- 
qu'à la déformation maxinia. 

Remarquons d'ailleurs que, pendant la durée du phéno- 
mène que nous venons d'onvfsager, la quantité totale 4e 
mouvement n'a pas varié coiuointement avec la somme de« 
forces vives. Ou &ait en effet d'une manière générale que 
des actions réciproques , de quelque nature qu'elles soient 
d'ailleurs, n'influent pas sur la quantité totale de mouvement 
d'im système. 

A partir de l'instant précis de la déformation maxima , 
les choses se passeront diversement, selon qu'on aura alAiii4 
à l'une des trois catégories de corps que nous avons distin- 
guées en commençant. 

252. — Corpt tnélattiquet. — Dans ce cas, les corps 
comprimés n'ont aucune tendance à éprendre leur EufVM 
primitive. Par conséquent la masse M gardera son relief 
actuel G)}?, et la masse M' son relief G'që. Mais ces masses 
ayant la même vitesse V, coutinueront à se mouvoir dans 
la direction commune OX, et eu resunt exactement juxta- 
posées. Le contact persistera donc indéfiniment, mais non 
plus le cboc , qui est dès maintenant terminé : et la défor- 
mation maxima sera la déformation permanente. 
La perte finale de force vive sera ainsi représentée par 

{\) R,(£ + e') = i|VlV>H-!iVl'V"— ; (MH- M')Vj . 

Il suffît, pour l'apprécier, de connaître la vitesse V,. Or 
V, est déterminée par la condition que la quantité totale dé 
mouvement n'a pas varié, c'est-à-dire que : 



M-i-M' 



En substituant dans la relation précédente , ( 
toutes réductions faites : 
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Cette valeur de la perte de force vive peut se mettre soas 
«De autre forme. En effet, si on reprend l'équation (1), et 
qu'on y ajoute et retranche en même temps dans le second 
membre la quantité (M + M') Vj, ce second membre de- 
viendra : 

i M V + J M'V + i (H + M') V; - (M + MO-Vl . 

En ayant égard à l'équalioD (3), on peut, dans le dernier 
terme, remplaceir (M+M') V, par hV-j-M'V. L'expres- 
sion obtenue 

iMV*-|--: MT'+i (M + M) V|— (MV+ HT)V, . 

pourra dès lors s'écrire : 

; M(V — V,)^+-: M'{V, -V)'. 

Or, V — V, représente la vitesse perdue par la masse M, 
et V, — V la vitesse gagnée par la masse M' : il l'essor! donc 
de là ce double théorème : Que la perte de force vive est pro- 
portionnelle à In déformation permanente des deux corps, 
et qu'elle est égale à la somme des forces vives dues aux 
vitesses gagnées ou perdues par les deux corps. 

Ainsi, dans le cas où les masses sont complètement dé- 
pourvues d'élasticité, la perte de force vive est exactement 
la même que dans le cas théorique où les corps sont géo- 
métriquement solides. 

Comme dans la nature il n'y a pas de système absolu- 
ment inëlastique, nous avons pu dire an commencement de 
ce*numéro que la perte de force vive était eu réalité tou- 
jours moindre que la peite calculée pour des corps abs- 
traits. 

Remarque». — 1° L'équation (3) nous donne la valeur 
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de V,, c'est-à-dire de la vitesse qui succède iminédiatement 
au choc. 

2* Si le corps choqué est an repos, la vitesse commune 
après le cboc est 

* SU- M' 

Si donc la masse du corps choqué est extrémemeat 
grande, V, est sensiblement nul : ce qui est d'ailleurs évi- 
dent a priori. On en voit de perpétuels exemples dans la 
chute des corps inélaMiques à la surfece de la terre. 

3° Si les vitesses initiales V et V sont de sens rontrairas, 

c'est-à-dire si les deux corps choquants vont à la rencontre 

„ j „ , . „ . , , MV — M'V 

I un de lautre, la vitesse V, est égale :i — „ ■ ^," , et la 

perte B,(î -H Ode force vive à ^ J^*^, CV + V')'.Cda 

nous moDb« que le figue de la vitesse finale est toujours 
founti par le pins grand des deux termes M V et M' V, c'est- 
dire que les deux corps juxtaposés continuent à se mouvoir 
dans le sens où allait celui qui possédait la plus grande 
quantité de mouvement. 

tr Cette vitesse serait nulle, et , par suite , les deux 
corps demeureraient immobiles après le choc, si les deux 
quantités de monvemeut étaient égales. La perte de force 
vive est alors totale, et c'est ce que montre ^ectivemenl 

l'expression - 5| -' j | . ( V-t-V')' où l'on introduit l'hypo- 
thèse M'V'= M V. 

263. — Corpi parfaitement élattiquet, — A partir du 
moment où la compression mutuelle a cessé, c'est-à-dire à 
partir du mom^it où les deux vitesses (Htt attelai la valeur 
commune — que j'appellerai U, pour réserver la notation 
V| à la vitesse finale — le phénomène du choc n'est pas , 
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çomsae daDslepreiaiercas, complélemeot termioié j pxrce 
que chacun des deux corps tend à reprendre exactement sa 
Torioe primitive, ce qui revient à dire que les deux parties 
qaïf qa's, tendent à se rétablir intégralement. En vertu de 
cette tendance, les forces moléculaires, qui jusqu'à ce mo- 
ment ont résisté à la compression, oat dès lors toute leur 
efficacité pour produire une distension des parties défor- 
mées, disifusigu semblable à celle d'un ressort comprimé. 
Par conséquent le coips M continue à agir comme une forc« 
motrice sur le corps M' , et réciproquement celui-ci agit 
comme une résistance sur le corps M ; et ce nouveau phé- 
nomène dure jusqu'à ce que la forme primitive soit rétablie. 
Les deux, centres G et G' vont donc être sollicités encore 
par deux forces égales et contraires. Ces forces repasseront 
piir les mêmes valeurs que pendant la compression , parce 
qu'elles ne dépendent à chaque instant que de la forme ac- 
tuelle du corps, et que ceux-ci sont en voie de redevenir 
exactement ce qu'ils étaient à l'origine du choc. Les deux 

forces engendreront donc un nouveau travail I Rrfr, numé- 
riquement égal au précédent, mais qui sera positif, au lien 
d'être négatif, parce que les forces sont de même sîgue que 
pendant la première partie du phénomène, et que les centres 
de gravité s'éloignent au lieu de se rapprocher. Le travail 
produit sera représenté par +K, (e-1-s'). Si l'on a[q>elle V, 
et Vf les vitesses finales respectives des deu;^ corps, quand 
la première forme est tout à fait rétablie, on voit que le tra- 
vail total, depuis l'origine, qui se compose de deux portions 
égales et de signes contraires , sera nul , et qve par coosé- 
qifent la force vive finale est redevenue la même qu'au com- 
mencemeat; en sorte qu'on aura la relation 

(!) H V^ + H-Vî = M V» ^- M'r* . 
Il est donc démontré que, si les corps sont parftMtonent' 
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élastiques, la perle de force viv£ est nulle, ré»ultiit ({«i c«iù- 
litue une difiërence radicale avec le cas de I» tbëorie du 
n- 162. 

Remarques. — 1° Ou peut alaénieat obtewr les valeun 
des vitesses V, et V^ qui succèdent défi^Uivement au choc . 

En effet, on sait que les quantités totalw de Koavenwâi 
n'ont pasvnrié, et que, par conséquent, 

(2) MV, + M'V; = My+M'V'. 

Au moyen de cette relation et de la précédente, on trouve : 

. . ^ 2M'V'-t-(M— MQT , __ ÎMV— (M-M')r 

2* Si les deux masses sont égales, ces valeurs se rédui- 
sent à 

c'est-à-dire que les deux corps échangent leurs vitesses. Si 
le second est immobile, le premier le deviendra par le choc, 
et le second lui empruntera sa vitesse. On peut le vérifier 
par une expérience très-simple et très-connue ■■ on met lii 
la suite les unes des autres , et en ligne droite, plusieurs 
billes d'ivoire pareilles. Si on imprime une vitesse à la der- 
nière, it y a une succession de cliocs pendant lesquels cha> 
que bille, d'abord au repos, transmet l'ébranlement à la bill» 
suivante, et, finalement, c'est la première de toutes ou la 
dernière choquée qui s'empare de la vitesse initijrle. 

3° Si le corps choqué est en repos, les vitesses après le 
choc, ont pour valeurs 



y.= 



2MV 



Si la masse du corps choqué est extrêmement grande, 
V, se réduit sensiblement à — V, et V^ à zéro, c'çsl-à-. 
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dire que le corps choquant rëtrograde avec une vitesse 
égale et cootraire k sa vitesse primitive, et le corps choqué 
reste immobile. C'est ce qui arrive pour la chute d'un corps 
élastique sur un obstacle fixe, égalemeutélasiique. 

h" Si les vitesses initiales sont de sens runlraires, c'est-à- 
dire si les deux corps vont il la rencontre l'un de l'autre, il 
vient 

_ (M— M')Y — 2M'V' , _ (M— M')V'+2MV 

' M + M' ■ *i— H-i-M' 

Si les deux corps ont même masse et même vitesse abso- 
lue, on a 

V,= — V, V', = V; 

c'est-à-dire qne chacun d'eux retourne en arrière avec une 
vitesse égaie à celte de l'autre. On peut dire que chacun 
d'eux continue le mouvement de l'autre. 

25Ù. — Corp» imparfaitement élastique».' — Dans ce 
cas, la forme primitive n'est reprise que partiellement, en 
sorte que c'est une fraction seulement dutravail de la pre- 
mière période qui est reproduite, en sens contraire, pendant 
la seconde. 

Il est évident que si e, et t'^ désignent tes différences 
entre les déformations maxima et regagnées , c'est-à-dire 
les déformations permanentes des deux corps, ta perte de 
force vive sera représentée par R, (Sp + s',), ce qui est ex- 
primé par la relation 

(1) 4HV' + ÎM'V"=:R,(e,+ £',)-i-iUV^-H-:ttTî. 

La perte de force vive sera donc proportionnelle à la défor- 
mation permanente, quelle qne soit d'ailleurs l'étendue de 
cette déformation. Qii;int à la calculer exactement, cela est 
thèoriqnemenlimpossibie; car on ne connaît pas la loi sni- 
vant laquelle varie la force R aux divers états de la défor- 
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mation. Tout ce qu'on peut dire, c'esl que la perte de force 
vive sera d'autant moiodre que le& corps auront mieux re- 
pris leur forme priAiiive. 

Eemarque». — Il est superflu d'ajouter que, cetle troi- 
sième catégorie de corps étant la seule qui existe véritable- 
ment dans la nature, les résultats pratiques qu'on obtient 
rentrent tous dans la formule (1) ci-dessus, et ne sont ja- 
mais rigoureusement ceux des catégories précédentes. 

On n'en retire pas moins ce précieux enseignement que, 
pour éviter la perte de force vive dans les systèmes maté- 
riels qu'on met en jeu, il faut recourir à des corps aussi élas- 
tiques que possible. Et c'est pourquoi on voit ce genre de 
matériaux le plus fréquemment emplo>é dans les parties des 
machines qui sont exposées à l'action des chocs. On en ar- 
rive même, dans certains cas, à se servir de corps spéciaux, 
éminemment élastiques, qui ont reçn le nom de ressorts. 

Nous voyons aussi que ce seiait une grande erreur de re- 
chercher dans le même but des corps qui seraient très-durs 
sans être élastiques. Car si l'ou pouvait réaliser une dureté 
parfaite, on subirait la perte de force vive théorique, c'est- 
!i-dire la plus grande qu'on puisse atteindre. On se trouve- 
rait, au point de vue de la couservation de la force vive, 
dans le même cas que si l'on avait choisi des corps absolu- 
ment mous et inélastiques. Celte remarque est destinée à 
faire distinguer, d'une manière radicale, la sitap]e dureté 
d'avec Vèlattieilé. 



Remarque générale »ur la théorie qui précède. 

35d. — Il n'est pas difficile d'étendre les considérations 
précédentes au cas général de corps se rencontrant d'une 
manière quelconque, et sans que les vitesses des centre» de 
gravité soient dirigées suivant la même ligue droite. Car, 
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«joelles que soienl les directions de ces vitesses, on peut tou- 
jours, an moment dit choc, concevoir chacune d'elles dé- 
composée en deux autres : l'une parallèle à la normale com- 
mone des deux corps menée par le point de contact, l'antre 
psnriMle an plan tangent. Cette dernière sera tout à fait sans 
inSnence sur les dëforniations ducs au choc, et, par suite, 
sBr les pertes de force vive. Les choses , fl ce point de' 
vue, se passeront donc comme si les centres de p-aviie 
R'ëtaient animés que de vitesses parallèles à la normale 
commune. On se trouvera ainsi dans le cas particulier que 
Dons avons examiné, à cela près que la normale commune 
ne passera pas généralement par les deux centres de gra- 
vité, comme cela avait toujours lien pour des eofps sphérî- 
ques. Mais les raisonnements déjà faits n'en subsistent pas 
moins, caries forces — R et +R, développées pendant la 
compression , penvent être transportées parallèlement à 
elles-mêmes anx centres de gravité dont elles produisent la 
translation en même temps qu'elles déterminent une rota- 
tion autour de ces centres. Cette dernière circonstance aura 
pour résultat qne la somme des deux déformations ne Sera 
ptos égale à la diminution de la ligne des centres de gra- 
vité ; mais le travail des forces mutuelles du choc n'eu sera 
pas moins représenté par R, (e, -1- t%), en iippelant tou- 
JotT» e, et i'p les deux déformations permanentes j et ce 
travail continuera à être l'expression de la perle de forcé 
vive des deux corps. 

Quant à la détermination des vitesses de translation et de 
rotation qui succèdent au choc , elle est ton co&pliqa^ , et 
n'offre pas assez d'intérêt réel pour qu'on doive s'y arrêter. 



Clwe c«Mlre aa plaa toc 

S56. -^ Après ce qu'on vient de lire sur le choc des corps 
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eiHPe eox, l« choc contre an plan fixe ne présente aactine 
dHBcttHé. 

Si la vitesse du corps est normale h la surface du plan, et 
que le cenlfe de gravité soit en même tt'mps situé sUr cette 
normale, Il n'est pas difficile de voir : 

1" Que le corps demeurera immobile affres le choc , s'il 
est, ainsi qne le plan Axe, entièrement dépoarvu d'élasti- 
cité ; 

2' Qu'il rétn^frsdcm avec ane vitesse contraire, e'gale'à 
la vitesse primitive, si l'un et l'anire sont parfailemeni élas- 
tiques ; . 

3" Qu'il rétrogradera avec une cenaine vitesse plus ou' 
moins grande, selon le degré d'élasticité. 

Quand la vitesse initiale est oblique à la surface du plan, 
il suffit de la décomposer en deux autres, l'une normale, 
l'autre parallèle an plan. Cette derntèi'e subsiste intégrale- 
ment après le cboc, la première est soumise aux lois qu'on 
vient d'énoncer pour les chocs normaux. Il résulte de là ; 

l" Que, dans le cas d'une inélasticité absolue, le corps 
gliBse, ajirès le choc, sur le plan, avec une viiesse égale à 
la composante parallèle; 

3° Que, dans le cas d'une élasticité parfaite, le corps se 
trouve doué, après le choc, d'une vitesse dontles deux com- 
posantes sont : la composante parallèle initiale, et une com- 
posante normale égale et contraire à la composante normale 
primitive. Ces deux composantes combinées, qui consti- 
tuent la vitesse après le choc^ont pour résultat que le corps 
s'éloigne du plan en faisant avec la normale un angle égal 
à l'angle qui a précédé le cboc : par suite aussi les angles 
que forment avec le plan choqué les vitesses initiale et 
finale sont égaux ; et c'est ce qu'on exprime en disant que 
l'angle d'itieidence est égal à l'angle de reflexion. 

S" Que, dans le cas d'une élasticité imparfaite, la vitesse 
finale est toujours moindre que la vitesse initiale, et l'angle 
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de réflexion toujours moindre que l'angle d'incidence : en 
d'autres termes, le mouvement du corps, après le choc, l'é- 
loigoe moins du plan que si l'élasticité avait été complète. 

Enfin, lorsque l'obstacle fi\c n'est pas nn plan, mais une 
surface quelconque, les mêmes conséquences subsistent in- 
tégralement par l'apport au plan tangent mené au point de 
rencontre. En effet, la durée du choc étant trè»ipetite, on 
peut admettre que, pendant tout le phénomène, le corps 
choquant reste sur le même élément de l'obstacle qu'il ren- 
contre. Il eu résulte qu'après le choc la direction de la vi- 
tesse du corps choquant se rapporte au plan tang^it dont 
nous venons de parler. 
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MÉCANIQUE DES FLUIDES. 



CHAPITRE PREMIER. 

CONSIDÉRATIONS PRÉLIMINAIRES. 
Dèfinilioiis. 

357. — On nomme eorpê fluide ou simplement fluide ud 
assemblage, en apparence coDlmu, de points matériels, 
extrêmement rapprochés, qui peuvent glisser les uns sur les 
autres ou être détachés les uns des atitres avec une enUère 
liberté ; en sorte qu'on peut dire que les fluides n'opposent 
aucune résistance à tout changement de forme qui n'est pas 
accompagné d'un changement de volume. Nous spécifions à 
dessein que le volume ne change pas , parce que nous ver- 
rons bientdt que le changement de volume implique un 
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changement des forces en vertu desquelles le volume possé- 
dait sa grandeur primitive. 

Les fluides se distinguent e» deux catégories : les liquide* 
et les gaz. 

258. — Les premiers sont aussi nommés fluides incom- 
preiiibleg, parce que les plus grandes variations de forces 
ne parviennent pas à faire varier le volume. C'est du moins 
ce que nous admettrons pour les liquides dont nous nous oc- 
cupons ici, quoique dans la nature les liquides ne soient 
pas véritablement incompressibles et qu'on soit même par- 
venu ik mesurer les diminutions de volume qni correspon- 
dent aux accroissements des forces. Mais, en mécanique ra- 
tionnelle, on ne traite, comme on sait, que des systèmes 
tlicoriques , c'est-à-dire conçus a priori d'une façon déter- 
minée , pour lesquels on a soin seulement d'adopter des hy- 
pothèses qui diffèrent aussi peu que possible de la réalité. 
Oi' la conception de l'incompressibilité absolue est assez 
voisine de l'état naturel des liquides pour qu'on doive l'ad- 
mettre dans l'étude mathematique.de ces corps. L'extrême 
simplicité de ce point de vue a déterminé à adopter un sem- 
blable type d'assimilation , malgré les Irès-légères erreurs 
qui en peuvent résulter. 

Il suit de \h que les liquides théoriques peuvent être envi- 
sagés comme des systèmes dont tous les points matériels 
sont au contact les uns des autres. Les efforts extérieurs ou 
dirigés de dehors en dedans du système sont nécessairement 
impuissants à en tiiire diminuer le volume, tandis que, au 
contraire , te moindre effort dirigé de l'intérieur au dehors 
suffit poer en détacher les particules qui se trouvent direc- 
tement sollicitées. 

Il serait oiseux d'insister sur l'idée qu'on peut se foniier 
a priori d'un liquide; car Hen ne saurait suppléer à un 
simple regard jeté sur la nature. La vue de l'eau , du mei^ 
Gure, et en général d'un liquide quelconque, en apprend 
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plus sons ce rapport que totitcs les définitions mutiiéniuli- 
qiies qu'on essaierait d'en donner. Celte notion de la fluidité 
parfaite, dont nous parlions tout à l'Iieiire, ne s'acquiert que 
par l'expérience, et en manipulant, en quelque sorte, les 
corps mêmes qui en sont doués. Nos conceptions théoriques 
les plus raflioécs n'aboutiraient qu'à des assemblages maté- 
riels pulvérulents qui, quelque ténues qu'on en supposât les 
parties, seraient bien loin encore de la lluidité effective. 
Ainsi, en résumé, nous définirons tes fluides dont s'occupe 
la mécanique rationnelle eu disant que ce sont des corps 
semblables à l'eau, par exemple, et qu'on suppose être ab- 
solument incompressibles, hypothèse fort peu dilTérento des 
|)hénomène8 offerts par l'eau olle-mômc. 

559. — Les gaz ou fluides compretiihlet se nomment 
souvent aussi fluidei èla»lique». Les gaz en effet ne se eoni- 
posent pas, comme les liquides, de points matériels en quel- 
que sorte juxtaposés et n'exerçant par eux-mêmes aucune 
action tes uns sur les autres : mais, au contraire, les mo- 
lécules tendent incessa m m eut ;\ sVloigner, comme si des 
forces répulsives existaient entre elles ; si bien que, quelque 
espacement qu'elles aient pris, elles cherchent ù l'augmen- 
ter encore , et l'augmenteraient en efl'et , si aucune force 
extérieure n'y mettait obstacle. Cette propriété, qu'on ap- 
pelle expansion ou élasticité des gaz , est combattue dans 
la pratique au moyen de vases ou enveloppes fermés dont 
les parois, par leur résistance natni'elle, empêchent cette 
dilatation indéflnie. 

On voit sur-Ie-cbamp la différence qui existe entre la ma- 
nière de se compoiler des liquidis et celle des gaz. Les pre- 
miers systèmes, une fois constitués, subsistent tant qu'au- 
cune force extérieure n'intervient pour les détruire. Si, eu 
réalité, on les voit contenus aussi dans des enveloppes, c'est 
uniquement parce que la pesanteur, agissant sur chaque 
point isolément, tend à l'amener le plus bas possible et par 
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suite à éparpiller, poirr ainsi dire, )c liquide sur le sul. Maïs, 
en l'absence de ceite pesanteur générale, un liquide este- 
rait aggloméré sous une forme quelconque , à moins qu'où 
ne se mît à agir pour en séparer les parties. Au contraire , 
les gaz jouissent de leur propriété expansive indépendam- 
menl de cette pesanteur même : car les effets qui en sont la 
suite n'ont aucun rapport avec ceux de cette dernière cause. 
Il est permis de supposer que, si la pesanteur venait à dis- 
l)arattre, l'élasticité des gaz subsisterait encore ; et, en tout 
cas , dans l'état actuel de la nature , on peut dire que les 
eflels de l'élasticllé se superposent à ceux de la pesanteur 
et eu sont distincts. C'est en vertu de cette circonstance ca- 
pitale que les enveloppes des gaz doivent être fermées de 
toutes parts et que les parois doivent rési-ter non-seulement 
au poids , mais aussi ii l'expansion : tandis que les liquides 
peuvent tiès-bien être enfermés dans des vases qui sont ou- 
verts par le haut, et qui, par le bas, résistent uniquement à 
la pesanteur. 

La compressibilité dos gaz n'est autre chose que l'expan- 
sion en sens contraire ; car, puisque le volume augmente 
quand la résistance extérieure diminue, il est nécessaire que 
le volume diminue quand la résistance augmente. 
• La noliun des gaz s'acquiert, comme celle des liquides, 
par l'expérience. L'air, par exemple, nous a familiarisés de 
bonne heure avec cette manière d'être de la matière. Les 
gaz que nous nous proposons d'étudier doivent donc être 
considérés comme semblables à l'air de notre atmosphère. 

De même que les liquides ont été l'objet d'une conception 
théorique, consistant à les regarder comme absolument in- 
compressibles, de même nous supposerons que le volume 
occupé par un gaz est toujours en raison inverse de sa pres- 
sion , ou que sa densité est directement proportionnelle à 
celte pression. Cette hypothèse simple, reconnue par Ma- 
l'iotte très-voisine des faits, revient à dire que, lorsque la 
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pression exlmeuie qui agit sur une masse déierminée de 
gaz devient un certain nombre de fois plus gi'ande on pins 
petite, le volume occupé par le gaz varie inversement, de 
telle sotte que la densité elle-même devient ce nombre de 
fois plus grande ou pins petite. On fait abstraction, Lien 
entendu, de toutes les autres circonstances, telles que la 
température, par exemple, qui peuvent avoîr une influence 
quelconque sur le volume. Nous verrons plus lard de quelle 
manière on eu tient compte. 

Les corps nommes vapeur» rentrent dans la catégorie des 
gaz, en tant du moins qu'on ne les considère pas à des tem- 
pératures vtrisiites de celles delà liquéfaction. L'expérience 
tend même à prouver chaque jour davantage que cette dis- 
tinction entre les gaz et les vapeui's est essentiellement rela- 
tive à nos moyens bornés, et que les gaz ne sont en réalité 
que des vapeurs plus éloignées de leui-s points de liquéfac- 
tion. Ainsi les gaz théoriiiues fournissent un type d'assimi- 
lation à la fois aux gaz et aux vapeurs de la nature. 

260. — La fluidité dont nous venons de parler nous con- 
duit naturellement à dire quelques mots de certains autres 
corps qui en sont plus ou moins voisins. Nous accordons 
souvent, dans le langage usuel, la dénomination de fluides 
à des corps qui sont intermédiaires entre les solides et les 
liquides proprement dits. Les corps moux, pâteux, vit- 
queux se rappi-odient quelquefois des liquides analogues à 
l'eau. Mais nous n'avons pas l'intention de nous en occuper, 
parce qu'ils en difiëreut notablement par certaines proprié- 
tés, trop peu connues d'ailleui-s pour qu'aucune élude théo- 
rique ait pu être tentée jusqu'ici. Il est donc enti ndu que 
nos déductions ne devront s'appliquer qu'à tous les corps 
exirémement voisins par leur constitution de l'eau ou de 
l'air. C'est d'ailleurs ce qui ressortira plus nettement du pa- 
ragraphe suivant où nous exposerons la loi spéciale des 
Ouides. 
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L»! «p^lale des AbMm. 



(fit. — Les fluides, comme tous les systèmes matérieis 
possibles, saïUfonl an\ li'ois lois fondamentales de la nature, 
Pi par suite vérifient les conséquences que nous avons dé- 
duirrs de ces lois dans la mécanique générale. Mais, en vertu 
de leur constitution particulière, ils possèdent en outre cer- 
taines autres propriétés qui ne conviennent pas à l'univer- 
salité des systèmes. L'objet du présent livre est précisément 
d'étndîer ces propriétés spéciales, c'est-à-dire de rechercher 
les mouvements que doivent prendre les fluides sous l'action 
de forces déterminées. 

Pour tenir compte , dans nue semblable investigation , de 
l'bypoibèse delà fluidité purfaiie, deux méthodes s'oB'rent à 
l'esprit L'une, purement mathématique, consiste à expri- 
mer, dans les équations générales du mouvement, que les 
actions mutuelles des points matériels sont nulles dans tous 
les déplacements du système compntibles avec l'invariabilité 
de volume. L'autre, expérimentale, consiste à envisager a 
priori les fluides comme régis par une loi spéciale, qui n'est 
certainement que la conséquence de In fluidité parfaite, mais 
qui est admise en vertu d'observations directes et indépen- 
damment dé toute argumentation logique qui essaierait de 
la faire découler de la conception de la fluidité. Cette loi, 
exprimée dans le calcul , conduit d'ailleurs à des résultats 
ideii tiques. 

Nous adopterons la seconde mélhodc pour des l'aisons qui 
seront exposées nltérictirement. 

263. — La loi dont il s'agit, connue sous le nom de toi 
d'égalité de trantmittioti de» prestiont , ou plus simple- 
ment de loi de trammUtion , est celIeK^Î : 

Lorsqu'un fluide, compressible ou élastique, est coulenu 
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dans une enveloppe fermée , et qu'on exerce , par un moyen 

quelconque, une pression sur une portion de la surface du 

fluide, cette pression se transmet intégralement à toutes les 

autres parties de l'enveloppe. 

C'est ce que nous allons ëclaircir. 

« Supposons, dit M. Poisson ', qu'un vase prismatique, 

« droite! posé sur un plan horizontal, dont ABCD représente 

« une section verticale, soit rempli 

« jusqu'en £F d'un liquide tel que 

H l'eau, par exemple; supposons 

" aussi que l'on recouvre cette eau 

(I d'un piston horizontal qui ferme 

c le vase exactement. Pour simpli- 

« fier la question, faisons abstrac- 

« lion de la pesanteur de l'eau, de 

« sorte que ce fluide n'exerce, 

n par lui-même , aucune pression 

Fi(. 71. ' " sur les parois du vase ; enfin 

H posons sur le piston un poids donné P, comprenant le 

t( poids même du piston. Il est évident que la base hori- 

« zontale du prisme sera pressée de la même manière que 

« si le poids P était posé immédiatement sur cette base, 

« et qu'il fût distribué uniformément sur toute son éten- 

« due. Tous ces points éprouveront des pressions verii- 

(( cales égales entre elles; la pression qui en résultera, 

' « pour une portion quelconque x de celle base sera propor- 

« tionnelie à x : elle équivaudra à une force verticale , ap- 

u pliquée au centre de gravité de l'aire a, et exprimée par 

« — , en désignant par a l'aire de la base entière du prisme, 

« qui est aussi celle de la base du piston en contact avec le 
(' liqnide. Or la loi que nous avons annoncée plus haut con- 

> IVailtf ie Jfieanique, Tome ii, page Ml et Buivantca, 
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« siste en ce qne la pression que le poids P exerce à la pai^ 
« lie supérieure de l'eau, se transmet par l'intermédiaire du 
H fluide, non-seulement sur la base du vase, mais encore 
« sur ses faces latérales ; tous les points du vase sont éga- 
11 lement poussés dans des directions perpendiculaires aux 
« parois ; et une aire a, prise sur une des Taces latérales du 

« prisme, éprouve la même pression — que si elle faisait 

« partie de sa base horizontale. 

« Généralement, snpposons que le vase ait la forme d'un 
« polyèdre quelconque, dont la figure ci-contre représente 

« unesectioo.Cevaseéiantfermiî 

\ a de tontes parts, et fixement at- 
^„.A « taché, concevons qu'il soit rem- 
\ «pli exaclementd'uu liquide sans 
H X «pesanteur. Si l'on enlève une 

' / « face de ce vase, et qu'on la rem- 

Fir,7x <' place par un piston, auquel on 

« applique une force donnée P, perpendiculaire à la surface 
« du liquide adjacent, le vase et le fluide demeureront en re- 
« pos, et, d'après le principe que nous expliquons, la pression 
« que la force P exerce sur la sui'Tacc adjacente se trans- 
H mettra, par l'intermédiaire du liquide, sur toutes les faces 
a du polyèdre. Tous les points du vase, en y comprenant les 
u points de la base du piston, seront également pressés de 
« dedans en dehors, suivant les directions perpendiculaires 
« ans parois ; et, relativement à une aire a, prise sur une 
u de ces parois, ou sur la surfacedu piston, la pi-ession sera 
« une force perpendiculaire à son plan, appliquée à son cen- 



a base du piston, en contact avec le liquide. 

a Ou étend sans diRiculté ces résultats au cas on la sur- 
« face pressée n'est plus supposée plane ; il suffit alors de la 
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( decoinposer.cn clémenls iiilitiiment petits, que l'on regar- 
;i dera comirn! les forces planes d'un polyèdre infinitésimal; 
K et, si l'ondésigiic partit l'aired'un de cesëiémetitsjonaiira 

K — poui' la piessioii normale qu'il éprouve, a étant tou- 

II jours l'aire du piston, et P la force perpendiculaire qui y 
X est appliquée. En désignant par p la pression constante 
K qu'éprouverait une aire plane égale à l'unité, on aura 

p 
« ~=i'» et les produits pu et jjs: exprimeront les pressions 

u sur l'élément (ù et sur l'aire ptane égale à a. ( Le cottfi- 
« oient p est ce que nous appellerons la pregiion rapportée 
« à l'unité' de surface. ) 

» Le principe de l'égalité de pression, ajoute plus loin le 
« même auteur, convient aux Huides élastiques comme aux 
H liquides; mais, relativement aux premiers (ainsi que 
« nous l'avons déjà dit), il n'est pas nécessiiire qu'on exerce 
u des pressions sur leurs surfaces pour qu'ils pressent eux- 
<i mémos les parois des vases qui les contiennenli il suffit 
V pour cela de leur élasticité, en vertu de laquelle ces fluides 
« font contitiuellemciit effort pour occuper un plus grand vo- 
tt lume. En supposant donc qu'tme masse d'air, d'un gaz ou 
M d'une vapeur soil contenue dans un vase fcnné de toutes 
u ))arts, et qu'on fasse abstraction de la pesanteur du fluide, 
« les parois du vase épiouveront des piessîons égales en 
u tous leurs points, et dirigées de dedans en dehors, suivant 
« les normales à ces parois. La pression rapportée à l'unité 
u de surface sera la même dans toute l'étendue du vase ; 
a pour la déterminer, on fera une ouverture en un endroit 
« du vase, pris au hasard; on y appliquera un piston, et à 
« ce corps, la force nécessaire pour le maintenir en équili- 
« bre ; en divisant cette force par l'aire de ta base du piston 
f en contact avec le fluide, on aura la pression demandée et 
u l'on trouvera toujours le quotient, quel que soil l'endroit 
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(t OÙ le pistou aura été appliqué. Si, par exemple, le vase 

u représenté par la figure ci-conlre est rempli d'un fluide 

« élastique, les forces P, P', P',.... qu'on devra appliquer 

« aux pistons qui ferment les cylindres, pour le$ empêcher 

« de glisser, seront proportionnelles aux bases a, a' a",.... 

« le rapport de chaque force à la base coriespondaitie 

<i sera le même pour tous les pistons ; » et le coeflicient 

P P' P' 
p=— = — t;=-t;,,... sera encore ce que nous appellerons 
'^ a a a ^ "^ 

la freition rapportée à ^wnité He twrfaee. 

Contéqvenee». 

S63. — La surface d'un corps placé dans l'iutérieur d'une 
masse fluide éprouve exactement la même pression que la 
surface de l'enveloppe extérieure ; ce qui revient à dire que 
la loi d'égalité de pression convient non-senlement !t ta sur- 
face d'un fluide, mais aussi à tout l'intérieur du fluide. 

Soit, en eff'et, le corps 0, de forme quelconque, plongé 
dans une masse fluide que i^nferme l'enveloppe A BD. Si p 
représente la pression par 
unité de surface del'enveloppe, 
je (lis que la pression exercée 
Ab sur une aire a. du corps C sera 
égale à px. 11 suflit , pour le 
prouver, d'imaginer que l'aire 
a soit prolongée dans tous les 
sens, d'une manière quelcon- 
que, jusqu'à rejoindre l'enve- 
loppe extérieure. La masse 
fluide , dont l'état dynamique 
'''B- *«■ n'est évidemment pas altéré 

par cette construction géométrique, se trouve ainsi partagée 
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en deux volumes, dont l'un, celui de gauche, ne renferme 
aucune porlion du corps plongé, et dont l'enveloppe exté- 
rieure est formée de DAB et de DaB. £n vertu de la loi ad- 
mise, I9 pression rapportée à l'unité de surface eu consunte 
surtotite rétendue de l'enveloppe: donc la pression sur l'aire 
a, qui appartient à celte enveloppe, est égale À pa. 

Il suit de lu que, si l'on mène un plan par un point quel- 
conque d'un Huide, ce plan sera pressé sur ses deux faces 
par deux forces égales et opposées qui, pour chaque unité 
de surface du plan, auront la même valeur numérique que 
pour l'unité de surface de la paroi ; et la valeur de ces pres- 
sionssera la même, quelle que soit la direction du plan qu'on 
aura mené. 

Celte conséquence aurait pu être admise an même titre 
que la loi elle-même, c'est-à-dire comme fondée spr l'expé- 
rieuce directe. Il ne serait pas difiicile, en effet, d'en recon- 
naître l'exactitude par voie d'observation, ainsi qu'on l'a fait 
pour la pression exercée sur les parois. Il suffirait d'intro- 
duire dans la masse Huide un tube muni à son extrémité 
d'un diaphragme mobile. On constaterait que, pour mainte- 
nir ce diaphragme à l'oritice du tube, il faut lui appliquer, 
de dehors en dedans, une force exactement égale à celle qui 
serait nécessaire si une aire pareille était découpée dans les 
parois. Cette constance de pression ne serait d'ailleurs pas 
altérée, quelle que fût la. position du tube, et, par suite, 
quelle que fût l'inclinaison dn diaphragme au sein de la 
masse fluide. 

Mais, malgré la simplicité de ces expériences, semblables 
à celles qui concernent la Iransmission de la pression sur 
l'enveloppe, il nous semble plus mélhodique de présenter ce 
dentier résultat comme une coitséqueuce nécessaire du pi'é- 
cédent, puisque la liaison rationnelle est facile à établir. En 
toute science, on doit chercher à réduire, autant que possi- 
ble, le nombre d'éléments tirés de la seule observation, et 
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ne conserver que ceux qui sont strictement indispeusables 
à la réalité de cette science. 

f Dans les changements de Torme d'un fluide en équilibre, 
le travail des pressions extérieures est égal à zéro, pourvu 
que le volume du fluide ne varie pas. 
^ît une enveloppe, sur laquelle on implante des tuyaux 
de grandeurs quelcon- 
^^qucs AB, A'B', A"B", 
A"'B"',. ... communiquant 
librement avec le volume 
intéi-ieur.Supposons que, 
dans chacun de ces tu- 
yaux, en A, A', A", A'",. . . . 
on place un piston mobile, 
>_ petpendiculairean tuyau, 
P" et le fermant exactement; 
et que (ont l'espace ainsi 
Fis- '*• délimité M A A'A"A"'... 

soit rempli de fluide. Pour que ce fluide demeure immobile, 
il suffit que, sur tous les pistons, on exerce normalement, 
de dehors en dedans, des pressions égales par unité de sur- 
face. Si uous voulons actuellement fuii'e varier la forme du 
fluide, sans altérer le volume, il suffît d'avancer certains pis- 
tous et d'en i-eculet' certains autres, de telle sorte que les di- 
minutions de volume compensent exactement les augmenta- 
tions. Reportons donc le piston A en 6, A' en B', A" en B", 
A'" en B'". La nouvelle forme affectée par le fluide sera 
MBB'B"B"'.... Je dis que le travail développé par les pres- 
sions, pendant le passage d'une forme à l'autre, est égal ù 
zéro. En effet, soit P, P', P", P'",... les pressions respec- 
tives exercées sur les pistons; l, f, r, /'",..■ les longueurs 
dont on les a avancés ou reculés. Le travail développé par 
la pression P, pendant le déplacement de A en B, est positif, 
puisque la force agit dans le sens même du chemin parcouru; 
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son expression numérique est d'ailleurs P x /. Pareillement, 
le travail de la pression P' est positif et égal à P'x/*. Au 
contraire, les travaux de P" et de P'" sont négatifs, puisque 
les forces agissent en sens inverse des chemins parcourus : 
ils ont donc pour valeurs — P"t' et — F"x /"'. La somme 
des travaux est couséquemment égale à 

P( + PT— P"l" — r"T ■'— . .. . 



et il est visible que cette somme est identiquement nulle. Car, 
si a, a', a", a'"... désignent les superficies respectives des 
pistons, on doit avoir In relatiou : 

(!) al + a'l' — a"l"~a"'r...=o, 

puisqu'on suppose que le volume n'a pas varié. Or, p étant 
la valeur constante de la pression rapportée à l'unité de sur- 
face, multiplions tous les termes de la relation par cette con- 
stante ; et remarquons que ap, a'p^ a"p... représentent pré- 
cisément les pressions P,P',P"... on obtient, en faisant la 
substitution : 

P( + PT — P'7"— P"T".. . = 0. 

Les tuyaux dont nous venons de nous servir pour (iaire 
cbailger la forme du liquide peuvent avoir des inclinaisons 
et des diamètres quelconques. On pourrait même leur sup- 
poser des sections variables, et imaginer que les pistons, 
soumis toujoui^ d'ailleurs à la même pression par unité de 
surface, s'élargissent ou se rétivcissent eti proportiou, de 
manière à fermer exactement les tuyaux en des points quel- 
conques de leurs déplacements. Dans cette hypothèse, le 
travail du pistou A, par exemple, ne serait plus représenté 

par PI ou api, mais aurait pour valeur p j adl, puisque a 

varie avec l- D'un autre c4té, le volume du fluide en AB se- 
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mit exprimé par la même iDtégrale / adl; ea sorte que la 

relation (1) ci-dessus prendrait la l'orme 

f tidt^ r a'dl' — Ç a"dl" — Ç a'"df". .=o . 

En multipliant tous les termes par la constante p, on obtien- 
drait la somme des travaux, qui serait identiquement nulle, 
comme dans le cas plus simple examiné tout d'abord. 

La disposition absolument quelconque qu'on peut ainsi 
attribuer aux tuyaux permet de réaliser toute espèce de 
chanjcement de forme du fluide. La proposition énoncée se 
trouve donc démontrée dans sa plus grande généralité. 



CoMiMcnl II fnnt CMteadre la loi 4« (riiHiiinlBiiloB 
lorsque des forcer molrlces sotllcllenl dlrecI«nieKt 
les molécnles du flaldc. 

'264. — Jnsquici, nous avons toujours supposé que le 
fluide était sollicité seulement par des pressions exercées sur 
la surface, el, quand il s'agissait d'uu gaz, parles forces in- 
lérienres mutuelles qui engendrent la force élastique. Nous 
avons reconnu alors, — et c'est en cela que consiste la loi 
de ttriinsmission, — que la pression rapportée à l'unité de 
surface à la même valeur, quel que soit le point on on la 
mesure, sur les parois ou dans l'intérieur de la masse Suide. 
Mais il arrive généralement que le fluide est non-seulement 
sonmis aux actions dont nous venons de parler, mais aussi à 
des forces motrices qui en sollicitent directement les diver- 
ses molécules. Dans ce cas ia pression ne demeure plus 
constante, et varie au contraire avec la position du point que 
l'on considère. Il est aisé de se convaincre immédiatement 
qu'il en doit être ainsi. Prenons, en effet, l'exemple le plus 
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simple, celui d'un liquide soumis à l'iufluence d'une force 
telle que la pesanleui', qui s'exerce, comme on sait, directe- 
ment sur chaque point matériel. Supposons que te liquide 
soit sollicité par cette seule Torce, et qu'il soit contenu dans 
un vase à parois verticales, placé sur un appui horizontal. 
Si l'on mène un plan parallèle à la base, aune hauteur quel- 
conque, dans le liquide, on pourra enlever la portion qui le 
surmonte, et on ne changera pas les conditions du Ruide res- 
tant, pourvu qu'on ch:irge ce plan d'un poids précisément 
égal à celui du liquide enlevé. La pression qui en l'ésulte sur 
la surface adjacente du fluide inférieur représente la pression 
qui se produisait en cette même région lorsque le fluide sup- 
primé lui était superposé. Or, il est visible que, selon qu'on 
fera passerplusbas ou plus haut le plan séparatif, on aura à 
considérer sur la suface adjacente du liquide inférieur la 
pression engendrée par le poids d'une masse plus ou moins 
considérable, ce qui nous montre que dans l'état d'équilibre 
du fluide total la pression existant en un point csl plus ou 
moins grande, selon que ce point est plus ou moins rappro- 
ché du fond du vase. 

Cet exemple suffit pour Taire comprendre notre pensée, et 
c'est tout ce que nous voulons pour le moment; car plus 
tard nous étudierons la manière d'apprécitr exactement cette 
pression variable. 

Mais de ce que la constance de la pression ne s'observe 
plus ici, il ne s'ensuit pas que la loi de transmission cesse 
d'avoir lieu. Il est certain, au contraire, comme l'expérience 
le vérifie, que la présence de ces forces nouvelles, appli- 
quées directement aux molécules, n'empêche nullement une 
pression superficielle de se transmettre sans altération dans 
toutes les parties du fluide , et cette pression intégrale 
s'ajoute avec celle qui résulte des autres forces motrices. 
En sorte que Li pression totale, qui règne en un point du 
fluide, pi-ovient de la superposition de deux effets, savoir r 
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celui qui correspond à la loi de traiismissiou, et qui a, pour 
chaque cas donné, uuc valeur esseitiellement constuite daos 
tonte l'éiendue du fluide ; et ceUii qui est dû à l'ensemble 
des forces motrices individuelles, lequel varie d'un point à 
un antre de la masse. Ainsi, dans les circonstances les plus 
génci'ales qu'on puisse supposer, la loi' de transmission 
s'exerce toujours ; seulement, son résultat direct est comme 
masqué par la complication d'autres phénomènes qui lui 
demeurent étrangers. Biin plus encore : l'effet variable dont 
nous parlons est tui-mi^mc boumiii à la loi de transmission, 
en ce sens que chaque pression partielle, due aux forces 
motrices, se propage dans le sens des forces qui la produi- 
sent, conformément à la loi générale elle-même. Je m'expli- 
que. Reprenons le cas, que nous examinions plus haut, d'un 
liquide pesant renfermé dans un vase vertical. Sur chaque 
Iranche hoi îzontale, le liquide superposé engendre une pres- 
sion de haut en bas ; c'est cette pression qui se propage in- 
tégralcmentdaiistoutleUquide inférieur, absolument comme 
si le liquide supérieur n'existait pas et était remplacé par 
une pression superficielle. Un peu au-dessous de cette pre- 
mière tranche, on en peut concevoir une seconde, et la 
pression en celte seconde tranche se compose de celle que 
lui transmettait la première, et de la pression nouvelle due 
au poids du liquide compris entre les deux. Si bien que pour 
une tranche quelconque on doit envisager la pression effec- 
tive comme composée de l'ensemble de toutes celles qui 
correspondent aux diverses tranches superposées, pressions 
qui, individuellement, se sont transmises en entier depuis la 
région où elles s'engendrent jusqu'aux dernières limites du 
fluide inféneur. On conçoit qu'il n'est pas toujours aussi fa- 
cile de discerner la loi de superposition de ces eff'ets, c'est- 
à-dire de déterminer la ligne le long de laquelle la pression 
varie suivant une loi donnée. Mais ie principe n'en existe 
pas moins, et toute la dilliculté consistera à l'appliquer ri- 
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goui-euscment. Cette application constituera même, comme 
nous le verrons bientôt, une des branches les plus impor- 
tantes de la mécanique des flnides. 

365. — Ces considérations font déjà sentir qu'autour d'un 
même point, pris au hasard dans une masse fluide soumise 
•i des forces quelconques, la pression doit avoir la même va- 
leur, quelle que soit la direction donnée, par ce point,* à l'aire 
sur laquelle on veut la mesurer ; poui-vn , bien entendu , 
que cette aire soit assez petite pour que la pression, en ses 
divers points , puisse être considéi-ee comme n'étant pas 
différente de celle qui a lieu au point même qu'on a choisi. 
Car, puisque cette pression , quelles qu'en soient les causes 
variées, ne s'est formée finalement en ce point que par une 
superposition d'effets se transmettant tous conrormémoutà 
la loi spéciale, et puisque d'un autre côté chacune de ces 
transmissions ofire, comme on sait, ce caractère essentiel 
qu'autour d'un point la pression est la même dans tous les 
sens ; il s'ensuit que la pression totale dont nous parlons 
doit participer à ce même caractère, d'être constante dans 
toutes If s directions. C'est ce que nous achèverons d'éctait - 
cir de la manière suivante. 



I^roitasltlon. 

La pression autour d'nn même point est constante dans 
tous les sens. 

Soit M un point quelconque du fluide, MA et MB deux 
aires planes égales, fort petites, menées dans des dii'ections 
arbitraires par ce point. Traçons la droite IMK, faisant le 
même angle avec les deux aires ; je vais prouver que la pro- 
. jection, sur celle droite, de l'ensemble des forces agissant sur 
l'aire M A, est égale à la projection de'celles qui agissent sur 
l'aire MB. En efliel, supposons achevé le prisme iriiinguUtifo 
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droit M A B. Soit p la pression, rapportée à l'usité de sur- 
fece, que le liquide exerce normalemeDt, de dehors en de- 
dans du prisme, sur l'aire MA. 
J'entends par ces mots : la pret- 
tion rapportée à l'unité de iur- 
\ face, celle qui aurait lieu sur une 
SDrtïce éftaleà l'unité, unifiirmé- 
/ DientpresBéeparnne Torce ayant 
' pour valearoinstaQte la moyenne 
de toutes celle» de l'aire MA. Si 
ft> est la surface de cette aire, la 
pression qu'elle supporte aura 
pour expression pu. De infime , 
en appelant p' la pression rap- 
portée à l'anité de surface , que 
le liquide exerce nonnalement, de dehors en dedans du 
prisme, sur l'aire MB, la pression supportée par cette aire 
sera expiimée par p'ra. Or, le prisme est en équilibre 
dans le fluide sous l'action de toutes les forces qui le sol- 
licitent. Donc, les deux pressions dont noas venons de 
parler, combinées avec celles qni ont lieu d'une manière 
analogue sur les trois autres fïices, et combinées aussi avec 
les forces quelconques qui sollicitent toutes les molécules 
comprises dans ce prisme, doivent être en équilibre; et, par 
suite, la somme de leurs projections sur une même droite - 
IMK doit être nulle. Or, les pressons des trois dernières 
(kces , éUint normales à ces faces , et par suite normales 
à IMK, donnent sur cette droite des projections nulles'. 
Les deux autres ont pour [H\:tiection ptacosa et p'aeoià , 
a étant l'angle commun formé avec la droite par les dtnx 
plans MA et MB. Quant aux forces agissant sur la nasee 
intérieure du prisme, soit X ia valeur de la composante, pa- 
rallèle à IK, rapportée à l'unité de masse : la projectioD de 
la force qui sollicite le prisme sera Xpv, es appelant p la 
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densité dn fltiide et v le volame du prisme. Or, si h est la 
hauteur du parallélipipède construit sur MA et AH, le vo- 
lume dn prisme, qui est la moitié de celui dn parallélipipède, 
aura pour valeur rfàh; en sorte que , Analement , la force 
dont il s'agit est exprimée par 7 pXcoA. Donc, en remarquant 
que les presssions^ et^' sont de signes contraires, on a II 
relation : 

p'iù cosa — ;iuc09a — ;pXuA = o, 

d'où, en divisant par u cosse : 

'^ ^ 2 cos a 

Hais, ti on suppose que les aires MA et MB décroissent in- 
définiment, les dimensions du prisme, et par suite h, de- 
Tiennent inférieures it toute quantité donnée, tandis que p, 
X et COSSE conservent des valeurs Unies. Donc, à la limite, te 
dernier terme est nul, et par conséquent 



Ainsi, pour des aires infiniment petite6,-la pression est 
UMStante, dans tous les sens, autour d'un même point,queIles 
que soient les forces qui sollicitent le fluide. 

266. Bmitarque. — Il importe de ne pas confondre 
l'égalité de pression dant tau» le» »ent, avec l'égalité de 
presHon en tmu h» point». Cette dernière propriété, qui est 
basée directement sur l'expérience, n'a lieu que lorsque 
tontes les forces qui sollitâtent le Auide se réduisent à des 
pressions superficielles, et qu'en outre le fluide est immt^- 
bile. L'antre propriété, an contraire, qui est uhe consé- 
quence logique de ce que la pression exercée par nn fluide 
B«r une surface est toujours normale à cette snrfïtce, a lieu, 
qu^les qne soirat les forces qui agissent sur le fluide, et quel 
qne soit son mouvement dans l'espace : elle n'a [es besoin, 
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par cousëquent, pour exister, que la pression soit la même 

en tous les points. 

Quand un fluide se meut, on est bien certain, h moins que 
sou jnouvement ne soil uniforme, que la pression n'est pas 
la même en tous les points : car une partie des forces qui 
sollicitent directement les molécules, ou qui sont appliquées 
sur la surface, est précisément employée à produire les va- 
riations de vitesse que chaque point reçoit elfeclivement; 
d'où il suit que la pression déterminée par ces forces, dans 
la région où elles agissent immédiatement, ne peut se trans- 
mettre d'une manière intégrale dans toute l'étendue du 
fluide. Si nous considérons, par exemple, un liquide contenu 
dans un tuyau vertical à section constante, et tombant libre- 
ment sous l'influence de son propre poids, il est clair qu'au- 
cune pression n'existera au sein de la masse : les diverses 
tranches horizontales infiniment minces qu'on peut concevoir 
dans cette colonne liquide se meuvent comme juxtaposées 
et sans peser les unes sur les autres ; tandis qu'au contraire, 
si le luyaa était fermé par le bas, toutes ces tranches y fe- 
raient naitre une pression égale à leur poids. Deméme, ima- 
ginous un liquide contenu dans un tuyau horizontal, entre 
deux pistons verticaux, et appliquons une certaine pression- 
sur l'un des pistons. Il est visible que, si la colonne liquide a 
toute liberté pour se mouvoir, la pression ne se transmettra 
pas intégralement, mais diminuera d'une manière graduelle 
jusqu'à l'autre extrémité, où elle sera nulle. En chaque 
tranche la pression transmise sera égale à la pression exer- 
cée sur le piston, diminuée de la force employée pour accé- 
lérer le liquide contenu entre ce piston et la ti-anche consi- 
dérée. Au contraire, la pression deviendrait partout la m^me 
si le tuyau élait fermé à l'autre extrémité de la colonne. 

Lorsque le mouvement du fluide, an lieu de s'effectuer 
avec cette entière liberté, est en partie gêné par des obsta- 
cles, soit par une pression de sens contraire exercée ù l'autre 
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bout, soit par un rétrécissement du tuyau, la pression s« 
transmet plus ou moins selon le degré d'empécbement ap- 
porté au mouvement. Si, par exemple, l'oriQce par lequel le 
Suide s'écoule est assez petit pour que la masse située der- 
rière ne puisse avancer qu'avec une grande lenteur, la pres- 
sion superficielle motrice tend à s'établir imiformément au 
sein de la masse. Il en est de même si la pression opposée 
est presque égale à la pression motrice. C'est pour ce motif 
que, dans les mouvements très-lents, on est amené à admet- 
Ire, sans erreur sensible, l'égalité de pression en tous les 
points. Mais cette égalité, on le voit, n'est jamais rigou- 
reuse; et, par cela seul que le fluide se meut, elle est tou- 
jonrs plus ou moins altérée. Au contraire, l'égalité de pres- 
sion dans tous les sens, autour d'un même point, continue 
à subsister malgré le mouvement, puisqu'elle est fondée sur 
cette seule propriété du fluide de presser toute surface sui- 
vant la normale. Tel est le point de vue auquel il faut se 
placer pour l'étude des fluides en mouvement, point de vue 
qui suffit d'ailleurs pleinement pour établir les équations qui 
lesconcenieni. 

L'égalité dans tous les sens subit elle-même, il est vrai, une 
atteinte sensible lorsque le mouvement est très-mplde : mais 
ce n'est pas pour le même motif qui influe sur l'égalité en tous 
les points, et qui tient, avons-nous dit, à ce qu'une par- 
tie de la pression est employée à l'accélération. C'est uni- 
quement parce que les fluides, n'ayant jamais une fluidité 
parfaite, développent entre eux ou contre les parois certains 
frottements, quand la vitesse est considérable. En mécani- 
que l'aiiouneile nous devons négliger celle cause d'erreur, 
puisque nous n'envisageons que des fluides théoriques, c'est- 
à-dire supposes doués de cetle tluidilé parfaite dont nous 
parlons. 

367. — Les explications dans lesquelles nous sommes 
entrés ne laisseront pas, nous l'espérons, de doute sur la vé- 
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ritable signification de la loi spéciale des fluides, non i^m 
qwt sur BOD caractère [diilosopliique. Cette loi, en eSet, est 
du même ordre, quoique ntoiuB générale, que les trois lois 
fondamentales, déjà exposées an commencemeot de cet ou* 
vr^^, et qui régissent la nature enUère. Elle est, comme 
celle»-ci, démontrée par l'expérience directe, et vérifiée a 
potleriori par les conséquences qu'on en déduit et qui sont 
en conformité avec les faits. Lorsque l'observation nous ma- 
' nifeste quelque désaccord, ce n'est pas à la loi elle-même 
qu'il faut s'en prendre, mais à la fausse application que nous 
eu avons faite ; c'est-à-dire que nous avons «u le tort de re- 
garder comme des fluides parfaits des corps qai ne VétaïMt 
pas réellement, et qui, par suite, ne pouvaient obéir à use 
loi reconnue vraie seulement pour les premiers. 

La mécanique rationnelle des fluides consiste doae k 
s'admettre dans le calcul, comme données expérimentales, 
que les quatre lois dont nous parlons, et à recourir easute, 
d'une manière exclusive, à l'analyse mathématique 'pour en 
taire sortir toutes les déductions possibles. Au contraire, ka 
résultats qui ne s'obtiendraieui qu'à l'aide de quelque autre 
donnée de l'observation rentreraient essentieUement dans 
la mécanique appliquée. 

La loi spéciale des fluides paraît due à Euler. C'est du 
moins ce géomètre qui, le premier, a eu la gloire de l'envi- 
sager avec toute sa généralité, et qui en a fait la base de celte 
partie de la mécanique. 



Examen de la aiéthAd* «Midstant A ■■fp 
loi expert men laie 4e IransuiluleM. 



368. — Ainsi que nous l'avons énoncé précédemment, 
plnùeurs savante de premier oràre, à la tête desquels se 
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place riUusire Lagnoge, ont ^bli ta mécsniqne des fluideB 
d'aife maaière malbématique, c'eM-à-dire en s'appuyant seu- 
lement sur les trois lois fondameotales de la natare, et sans 
rocoorir à k loi spéciale de transmission. Ati lieu de déduire 
~ce principe de l'observation directe des phénomènes, ils en 
ont t»it HBe 8in{de coDséqnence logique des théorèmes gé- 
aéraBK de la mécanique. 

Nous n'avons pas cm devoir uocepter ce point de vue, 
parce qu'il nous senble manquer de rigueur, et supposer 
ÎBpiicitemeBt ce qu'on s'efforce de démontrer. 

Nons ne kanrioDs mieux expliquer notre pensée qu'en re- 
courant à l'un des plus savants interprètes de la méthode de 
Lagrange, et en citant textuellement les pages suivantes du 
Trmitééa M. Delaunay, qui ont pour ol^et d'établir la loi de 
masmission au moyen du principe des vitesses virtuelles. 

K Tr^iutniision dei pretêiofu dam let fluides. — Coo- 

n sidà'onE, dit ce géomètre', une masse fluide dans une eu" 

« veloppe fermée , qu'elle 

« remplit complètement, et 

« supposons que ses molé- 

« cules ne soient soumises à 

« aucune force autre que les 

« actions que eftacune d'elles 

" éprouve de I) part des mo- 

« lécules voisines. Ce fluide 

« exercera des pressions sur 

r « les divei-ses parties de l'en- 

« veloppe qui le renferme. 

« Si i'on vient à enlever une 

^' '•■ « petite poiaion de cette en- 

« veloppe, et si on la remplace par un piston A de même 

« dorme, mt^ile dans un bout du tuyau adapté au contour de 

' ' fntlM de métanique ratiotmeUt, pag« 400 et suivantes. 
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« l'ouverture ainsi produite, on conçoit que le fluidu pourra 
« se trouver exactement daus les mêmes conditions que pré- 
K cédemment, pourvu qu'on applique au pitton A une 
« forée eonvenabte F dirigée paraltèlemenl aux paroi» 
u du tuyau dan» lequel H peut le mouvoir. De même, on 
« pouria remplacer une autre portion de l'enveloppe par ua 
« piston B, également mobile dans un bout de tuyau, etsou- 
« mis à l'action d'une certaine force F', sans que le fluide 
« cesse d'être exactement dans les mêmes conditions. Cela 
« posé , nous allons voir que , si les bases des deux pistons 
tt A , B sont égales , les deux forces F, F' doivent aussi être 
a égales. 

« Pour démontrer cette proposition, inaffiuons que nous 
« l'énnissions les deu\ bouts de lujaux. dans lesquels peu- 
« vent so mouvoir les deux pistons A, B, par nn canal courbe 
« ACB, contenu tout entier à l'intérieur de l'espace occupé 
« par le fluide et se raccordant à ses deux extrémités avec 
u ces bouts de tuyaux ; nous pourrons même supposer que 
« la section transversale de ce canal ACB soit partout égale 
■ a la base de l'un des pistous A, B. Le fluide dont il s'agit 
« étant eu équilibre, nous pouvons lui appliquer le théorème 
« du travail virtuel. Pour cela , concevons que le piston A 
« marche d'une quaniité infiniment petite c vers l'iatérieur 
« de i'envelo|^; que la portion du fluide qui est sitnée eu 
« dedans du canal ACB glisse le long de ce canal sans eu 
« sortir, et suive ainsi le mouvement du piston A, tout en 
« conservant le même volume ; qu'en conséquence le piston 
« B marche vei'S l'extérieur d'une quantité égale à c ; enSn 
« que toute la portion du fluide qui se trouve en dehors du 
V canal ne se déplace pas. Pour ce déplacement virtuel par- 
ticulier du système matériel que nous considérons, la 
« tomme det travaux virtuelt de$ force» qui lorU appli- 
« quée» à »ei diverte» partie» doit être nulle. Or, la por- 
« tioD ABC du fluide, qui se déplace seule, ne change pas 
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K de Telume; les diverses parties qui la composenl bc Bten- 
« veot séparément en glissant simplemeot les unes sur les 
« autres, ou bien sur la partie du fluide qui est en (Miors du 
« canal ACB et qui reste immobile; mais ce g^isseBient 
« s'efEectue tant qu'il y ait de frottement, en raison de la 
« fluidité parfaite du syttème : il résulte de là et de ce que 
« non» avons dit à l'occasion des systèmes matériels dans 
« lesquels on imagine des liaisons , qne la somme des tra- 
« vau& virtuels dus aux actions que les molécules du fluide 
1 tout entier esercent les unes sur les autres est égale à téro. 
« D'après cela on voit que la somme destravanx virtuels des 
« forces appliquées à notre système matériel se réduit à 



« et, eiMHne cette swnme doit être nulle, il s'ensuit qu'on a 

F=r'. 

« On conclut de la proposition qui vient d'élre établie que 
« la force F, appliquée au piston A , donne lieu à une près- ' 
« sioH égale à ï sur toute ponion de l'enveloppe ayant une 
a étendue égale û a , base de ce piston. C'est ce qui cons- 
u titue le théorème de la trantmitiion de* prettions dans 
« un fluide dont les molécules ne sont soumises à aucune 
« force antre que les actions que chacune d'elles éprouve de 
« la part des molécules voisines. » 

Certes, il est difficile de présenter celte démonstration 
sous unç forme plus claire , et, en quelque sorte, plus per- 
suasive. JNéanmoios nous allons voir qu'au fond elle manque 
de rigueur. Kepreuons chacune des parties que nous avons, 
il dessein, écrites en caractères italiques. 

En premier lieu , on remarquera que la force dont il est 
parlé pour remplacer sur le pistou l'effet de la paroi elle- 
même est tacitement supposée normale <i cette paroi ; car 
sans cela la démonstration ne pourrait conclure. Imagiaons 
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M effet pour «ïHDfttaDt que la force F' soit oblique & la pa- 
nri B, et ait one diretAîon telle que f" ; poar mieuK dire , 
imaginem que le bout du tayai, au lirai d'être ûaplautA nor- 
ÉBalenirat à l'enveloppe, suivant BB', aU b positioo BB". Le 
^emin parcouru BB", dans ce tuya^, devraitalors être phis 
gnud que BB' ou t, pour que te Toluuie engendré BB"6" 
restât ^1 à BSb' qui coirespoud à CeafouceBieat t du pis- 
tes A. Donc, tes àem travaux ¥e et F" t" étant égaux, et t," 
étant phis grand que e , 
il s'ensaivrait qne F' est 
RHHUdreqne F,cone|usloa 
qw n'est pas celle qu'on 
poursuit. Ainsi, il est bien 
reconnu que les pressions 
sont supposées tacitement 
normales à l'envdoppe. 
Or, sur quoi se fonde-I-on 
pour admettre , a priori, 
cette perpeadicnlarité ? 
quel motif en peni-on don- 
ner en dehors de l'obser- 
vation , c'est - à - dire en 
dehors de la loi expérimentale de transmission elle-ménie? 
A la vérité, certains géomètres invoquent une raison de sy- 
métrie, tirée de la diittribution unifb%me de» molécule» 
du fluide autour de Vêlement de turfaee que l'on ootui- 
dêre. Mais cette raison, tout au plus admissible quand l'é- 
lénent superficiel en qnesUon appartient à un plan indéini, 
cesse devoir aucune valeur quand il s'a^t d'une paroi 
courbe. Car cette uniformité de distrifantion n'a lieu, au- 
tour de l'élément, qa% des distances infiniment petites; et 
qu'est-ce qui prouve que llnflnence de la masse environ- 
nante cesse i une distance inappréciable? Qu'en peut-on 
savoir autrement qtie par l'expérience? On prétendrai! i 




Fl|. 73. 
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tMTt (fu'il Mt ^idmti aprieri, que la force ne peut être 
oblique à la parei et que la disposition du tuyau , igfnée 
tout À l'h^rs, choque inviacibleaient l'esprit. Il est bien 
wii que mire seniiBent repomse sue lembbMe fajrpodiètft : 
nais oe senliineiit n'a d'aslre «uirce que i'épreuw jouma- 
tière qoe août avms faite de ce genre et pbéDoinèiies. Hors 
de l'obauTaiioB pbysKfae, muas n'aurions aticaa motif sé- 
rieux d'atib-mer que la r^uluatades actîoM raolécBtoiresdn 
fluide n'est pafitAliqve à la paroi qui le «Hitient. 

Ce^irenier peint de ladéaiODStration citée jim haut o*«st 
éoac p«s éterfjli d'âne iMuiière satiefaieante. 

£n second lien, on avance que la sonae des traTamvïr-' 
tnels %en nulle, paroe qœ les ndéctiJes du floide renfermé 
dam ce canal glissa saps froueoient les unes sar les a«tres 
ainrique M» cellesda flnde environBant. 

Poar qne les points niat^ds ne développent pas de tra- 
vail , en vertu de leurs actions réciproques , il se suffit pas 
qu'ils soiuHj parfhiieBieNt ttutdes , mais il fo«t que leurs dis- 
ttaces De varient pas : car daits un fluide qu'on eomprirae , 
par exeDq)le, la flnidilé ne dii^ratt pas, et cependant il se 
produit UD travail , en raison de cette compression mène. ' 
Ici, à la vérité, on suppose que le volume ne change pas : 
mais cela n'est pas suffisant, car le travail n'est identique' 
ment égal à zéro qu'autant que chaque dittanee, det mole- 
cuiei deux à deux, n'a pas changé (n" IW). Or, le volume 
de l'ensemble du casa) pourrait très-bien rester le même, et 
le fluide s'être eevpriwé ici , dilaté là , de foçon à oe que Is 
tnv^ total m fjit pas aal. Jusqu'à un certain point cette 
elbieetioa di^Muialtrait poar les liquides, ou l'on imaginerait 
tts molseales constamment au contact absolu ; mais eHe 
subutteratt en entier pour les gaz. Et qu'on remarque Mes 
l'ÎDHuffisance d'une argumentation consistant à nier la poésie 
biiité de l'éqnllSire d'un fluide inégalmnent comprimé dans 
■M divenes parties rcar ceseraklipFéôiséBieflts'^iqpttyvr 
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MF le fût eo question , savoir l'égalîté de preseioD ea toat 
les p<hdu. 

EnâH on ne peut pas affirmer davantage qoe le fluide du 
caoal glisse sans froUement contre celui qui l'eatoure : car 
la conception de la fluidité parfaite n'emporte pas nécessai- 
rement cette cooséqueDce. On peut fort bien imaginer qae 
le ftDttement ne se développe pas au sein d'une masse, libre 
dans tomes ses parties , qui par nne sorte d'élasticité d'en- 
semble s'associe aux ébranlements particuliers qui ont lieu 
en telle ou telle région ; mais, uue fois cette élasticité dispa- 
rue, par suite de l'iaundHlité su[4>08ée dans certaines par- 
ties de la masse, on ne voit pas du tout ce qui doit se passer ; 
et OQ ue pourrait le conclure avec quelque cerUtude que 
d'expériences directes qui , si on parvenait à les effectuer 
rigonreusement , ne seraient certainement pas plus satisfai- 
santes pour l'esprit que celles qui établissent la loi de trans- 
mission ellfr-méme. 

Ces considérations nous ont paru déciuves pour rejeter 
cette méthode. Nous osons espérer qu'elles suffiront au lec- 
teur pour se ranger à une opinion qui fut celle de Maclan- 
- rin, d'Ëuler et de Poisson. 



Remarque». 

369. — 1° Nous croyons devoir, dès maintenant, prému- 
nir le lecteur contre une idée fôusse qu'il pourrait se former 
sur la aiécinique des fluides, d'après l'ordre des mati^-es 
adopté dans les deux chapitres suivants. On remarquera, en 
effet, que nous y développons la théorie de l'équilibre avant 
la théorie da mouvement. Mais il ne faudrait point en con- 
eliu% que c'est afin d'édiSer celle-ci sur celle-là. Une telle 
SBbordiuation de la question dynamique à la question staU- 
q», bien qu'admise habituellenKnt dans les traités, n'est 
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MrikmeRt nécessaire, a serait en outre nne dërogtIicHi à la 
méthode que nous avons snivie daas tout le cours de cet 
oovmge. Si nous afwis conservé ici exccptioBndlenent la 
division ordinaire , c'est dans l'usique bot de faroîliariser 
pies aisément avec l'usage de la loi de transntission, qui 
s'observe mieinc dans les cas de repos que dans les cas de 
mouvement. Mais nous aurons soin, en bous occMpant de 
ces derniers, de les traiter d'une manière, tout à bit indé- 
pendante des résultats sutiques, et de montrer comment oa 
aurait pu intervertir, sans difficulté, l'ordre des matières, et 
dire dériver, comme toiyours, l'équilibre du mouvement. Il 
est donc ent^idu que la division qui suit n'est qu'un expé- 
dient didactique et uon un eodialnemeot logique. 

S" Nous recourrons fréquemment à un anittcedont il im- 
porte d'établir la parfaite légiUmité. Nous considérerons les 
fluides comme des corps continns, décomposablesen parties 
juxtaposées entre lesquelles il n'existe pas de vides. £vi> 
demment les choses n'out pas lien ainsi dans la nature, et 
tout fait présumer, au contraire, que les molécules fluides 
sont séparées par des intervalles vides, dout les dimensions 
sont souvent bien supérieures à celles des molécnles elles^ 
mêmes. Mais, dans tous les cas, les unes et les autres sont 
fort petites, et l'erreur commise en remplaçant les coordon- 
nées véritables d'une molécule par celles de la panie imagi- 
naire pleine qui la comprend effectivement est tout à fait 
négligeable, quelle que soit la foncUon analjrtiqie des coor- 
d(Hinées ; pourvu que, d'une part, ces parties imaginaires 
soient elles-mêmes tort petites, et que, d'antre part, la ftme- 
tion ne change pas brusquement de valear pour des varia- • 
lions insensibles des coordonnées. Or le faible écartement réel 
des molécules permet d'établir des divisons fort petites, et 
contenant toujours néanmoins de la matière du fluide. Quant 
aux fonctions que nous aurons à traiter, elles n'oAï«nt pas 
la particalarilé que nous vemms d.? signaler. La substitution 
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dont il s'agit est donc parfoiiement pennlte. Ce poiat a, du 
reste, été déjà élucidé duns )« mécaDique générale, à l'ooGa- 
Bii»i {tes ceatns de gravité et des moments d'inertie (n* 183). 
Nous n'avons donc pas besoin d'insûter davantage. 

En méeie temps que nous remplacertHis les coordonnées 
des nKdécntes par ceUes de ces parties Bitifièielles, nous 
ferais a»e substitution analogue pour la masse, c'est-à-dire 
que lautassedu.volume occupé réellement par le fluide sera 
considérée conme étant homogtee dans loute l'étendue de 
}a petite divÎNon, et comme ayant pour densité constante la 
densité moyenne du fluide en celte région. Ce n'est là, d'ail- 
Inrs, que l'apptioaiion de la définition générale de la den- 
sité ponr d» eaefs qadconqoes. 

Qnant k la foroM géoBéinqBe des parties artificielles 
ainsi établies, elle variera évideBmcM selon les oonvoian- 
ces de notre calcul. Le plus souvent, ce sera edtm de petits 
parallélipipèdes ayant ^eurs forces reqtectivcment paraUètoo 
è trois plans de coordonnées rectangulaires. 

3* Les questions relatives aux fluides ne sont pas traitées 
généralement au point de vue de la position de tel ou tel 
point particulier du Buids.maisaH point de vue de ce qui se 
passe en un lieu détenniné de l'espace. Ainsi, dans un fluide 
en équilibre, on ne recherche pas la place qu'occupera une 
, certaùie molécule du Ooide, considérée a priori, et les for- 
ces qui la solliciteront, mais bien l'état du fluide en un 
certain lien et les forces qui agissent sur les molécules quel- 
ooiiques qui s'y trouvent. De métoe, dans un fluidoen mou- 
vemeot, on n'examine pas la vitesse et les forces concernant 
' une molécule dont on voudrait suivre la tngeetoire depuis 
l'origine, mais on considère les vitesses tH les forces dont se . 
trouvent animées les molélHiks au moment où elles traver- 
sent une région détennioée. On oonçoit d'ailtoirs que les 
deux points de vue sont, dans le fond, équÏTalenis, en ce 
sent que, tous les résultats rdatifs à l'an d'eux étant établis, 
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on peat théoriquement en déduire les résultats relatift à 
l'autre. Mais le premier point de vue est beaucoup mieux 
approprié à la conformation de notre esprit, en vertn de la- 
quelle nous nous trouvons beaucoup plus intéressés par la 
connaissance de ce qui' se passe dans un certain lieu de l'es- 
pace, que par celle des phéDomènes que peuvrat offrir indi- 
viduellement les molécules du fluide, suivies dans toutes 
leurs péripéties. L'identité que nous offrent ces molécules 
entre elles nous rend en effet indifférents i ce qui les con- 
cerne séparément. 
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eQUlUBBE DES FI.UiDfiS OU hydhostatique. 



Nous nous proposons, dans ce chapitre, de rechercher les 
conditions générales de l'équilibra d'un fluide soumis à des 
forces quelconques. Les principales conséquences que nous 
en déduirons sont relatives à la figure d'équilibre et à la 
pression. 

Éqaattons g^n^ralM tic l'é^alllbre. 

S70. ' — Considérons un fluide immobile, compressible ou 
élastique, homogène ou hétérogène' , soumis h des forces ab- 
solnmeni quelconques, qui ne troublent point son immobi- 



' Lee mois homogène et liélérogine receTiont dans ce livre un mds ililTé- 
rmt de celui qu'ils ont eu jusqu'ici. Dons ia mécanique gënërele, ces termes 
ligniBentqoe la deiullé «et ou n'est pas consiante ) c'est li, en effet, tout ce 
qui intéresse au point de vue du mouvement que lee massée dee corps peu- 
vent recevoir. Haie, lorsqu'on considère des fluides compressibles, il y a lieu 
de tenir compte de celle circonstance, que deu« gai de même densité et de 
nature difTérenle développent des prenons très-inégales, chose bien plus 
mporlanle que la eonnaissance de la masse totale. Aussi l'homogënëité s'en- 
tendellede ta nature du (liilde; et un même Huldc dont les diveisesparllcs 
n'auraient pas les mêmes densités, par suite d'inégaillës dee pressions, n'm 
Krailpas moins dit liomogène. 
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lil« actu^le. II s'agit il'élabliF les équations qui doivent 
exister entre ces forces. 

SapportORS les points matériels du système à trois axes 
de coordonaées rectangulaires OX, OY, OZ ; et soit M un 
point quelconque de la niasse. 

Imaginons que le volume entier du fluide soit décomposé 
en paralléiipipèdes élémentaires, par des plans parallèles aux 
plans coordonnés. On pouira remplacer Te corps réel par ira 
corps fictif, formé dc l'ensemble de tous ces paralléiipipèdes 
juxtaposés, renrennant chacun la portion exacte de matière 
qui est réellement contenue sous le même volume de fluide. 
Soit Maie le petit parallélipipède passant par le point M, 
et X, y, z les coordonnée de ce point. Les dimensions de 
ce parallélipipède pourront 
être représentées respective- 
ment par les différentielles 
dx, dtj et dx des cooidon- 
nées. 

La densité p du fluide, 
généralement variable d'un 
point à un auti'c de la masse, 
• sera nne certaine fonction 
Fig. 1». des coordonnées, et on pour- 

ra la supposer constante dans toute l'étendue d'un paralléli- 
pipède. 

La pression, rapportée à l'unité de surface, qui s'exerce 
sur un élément plan quelconque mené dans le fluide, sera 
également nne certaine fonction des coordonnées dc cet 
élément. 

Soit enfin X, Y, ï les composantes de la force, rapportée 
à l'unité de masse, qui sollicite directement une molécule 
du fluide. Ces composantes, pour la masse dm du paralléli- 
pipède Maie, seront exprimées par Xi^m, \dm, Zdm, ou pur 
\^diedydz, Y^dTdydz, loHxdydz, puisqne dxdydi icpré- 
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Knie le volume de ce paralUltpipède , et p sa densité. 

Cela posé, recherchons toutes les forces qui agissent sur 
rëlément Mabc, et écrivons qae cel élément est immobile 
sous leurs influeDces combinées. 

Soit d'abord tes forces parallèles à l'axe des x : — Elles 
se réduisent à Xi/m, plus les composantes qui proviennent 
de toutes les actions du milieu environnant. Or, ces actions 
étant respectivement normales' au\ élémenis |>laus sur 
lesquels elles s'exercent, on u'a à s'occuper ici que de celles 
qui ont lieu sur les deux faces perpendiculaires à la direc- 
tion de l'axe ûesx, c'est-à-dire sur les deux faces M.bgc 
et adef. 

ScHt donc p la pression, rapportée à l'unité de surface, 
que le fluide engendre sur le premier de ces éléments plans. 
Sur l'élément opposé, elle sera p-i- dp. Puisque la pression 
est, dans tous les cas, une fonction des trois coordonnées, 
il est clair que pour avoir dp, il faudra prendre la différen- 
tielle de la valeur de p, où l'on considérera x comme seule 
variable, et y et 2 comme constantes. En effet, ces deux der- 
nières cooivlonnées ont les mêmes valeurs pour les divers 
poînis, chacun à chacun, des deux faces. La pression, rap- 
poilée à l'unilé de surface, qqi agit sur l'élément W^/" sera 

donc exprimée par p+-fi-dx. Conséqucmment, les forces 

développées par le fluide, sur les deux plans, auront re^>ec- 
tivement pour valeurs les pressions précédentes, multipliées 
pur la superficie dydz de chacun de ces plans. Ainsi, ces 
forces seront égales à 

p.difdz et ip -\- -^ ér) dydz . 

Leparallélipipède Mabc étant immobile, il s'ensuit que 
ces deux forces, combinées avec \dm, donnent une somme 
égale à zéro. Mais remarquons que les pressions sont oppo- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



RYDROSTATIQUR. 2I< 

lées sur les deux faces, et qae celle qoi agit sur adefest né- 
gative : donc le terme pdydz disparaît, et la relatioa se ré- 



duit à 

_dp 



^^dxdy<iz+\dm=o . 



.Or, nous savons que dm=pdsdydz ; si nous Substituons 
et que nous effacions le facteur commun dxdi/dz, nous ob- 
tenons finalement : 

On raisonnera de la même manière pour chacun des deux 
antres axes ; et, en désignant respectivement par 9 et r les 
pressions sur Macfet sur Madb, on aura les deux relations ; 



dz~ 



Remarquons que jusqu'ici nous n'avons pas complètement 
exprimé que nous avons affaire à un fluide. A la vérité nous 
avonsbieo écrit que les pressions produites sur les faccsdu pa- 
rallélipipède leur éutienl noi'miUes ; mais ces pressions pour- 
raient être déterminées par des circonstances quelconques; 
ou pourrait supposer, par exemple, que les paralléllpipëdes 
sont autant de petits solides, placés les uns contre les antres, 
et qu'ils se transmettent conséquemment en ligne droite les 
actions, paraHèles aux axes, des forces qui sollicitent chacUD 
d'eux. Le caractère de la fluidité, c'est que les pressions p, 
ff, r, au lieu de coexister autour d'un même point M, sans 
relation nécessaire entre elles, sont assujetties à se trouver 
parlkitement égales, eu vertu de la loi spéciale des fluidea. 
1(. 
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Donc les ti'ois équaiions ci-dessus, appropriées acdiellemeiit 
ù l'étal de fluidité, sont les suivantes : 



(E) 



jrfy 



Telles sont les conditions générales auxquelles doit satis- 
faire un fluide quelconque pour demeurer en équilibre souâ 
l'action des Torces qui le sollicitent. 

S71. — Remarque. Lorsqu'il s'agit d'un fluide élasti- 
que, il faut joindre aux relations ci-dessus une quatrième 
équation spéciale, puisque, dans les gaz, la densité et la 
pression en chaque point sont proportionnelles l'une à l'au- 
tre; en supposant, bien entendu, que la lempcralnrc ne va- 
rie pas dans toute l'étendue du fluide. Donc, indépendam ■ 
meut de toute autic considération, on doit avoir : 

k étant une constante. 

On ne serait donc pas assuré que l'équilibre existe dans 
MU gax, si l'on savait seulement que les trois équations (£) 
sont satisfaites, il faut nécessairemenl qu'il en soit de même 
de la relation (A). 

Au contraire, dans les fluides incompressibles, homogènes 
ou hétérogènes, il n'y a aucune équation de ce genre dont 
OR doive tenir compte, puisque la densité est absolument in- 
dép»idante de la pression. Loi'squ'elle varie d'un point ù un 
auti'e de la masse, c'est-à-dire lorsque le fluide est béléro- 
gène, ce phénomène tient à la nature même du corps et nul- 
lement aux pressions auxquelles il est soumis. 
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S72. — Ajoiilons cHscmblc les irois é(iiiaiions(E), après 
les avoir respect ivemenl multipliées pur dx, dy, dz. Il vient : 

Le premier membre représente la ditTéreniielle totale de p, 
prise par rapport aux trois vanablcs indépendantes x, y, z; 
on peut la désigner simplement par dp, d'après le sens con- 
venu des notations analytiques. L'équation s'écrit donc : 

[e) dp= p(X£ii; + Yrfy + Zdz) , 

et nous verrons au numéro suivant qu'elle donne lieu à des 
interprétations très-intéressantes. 

Pour le moment, remarquons que, p étant une fonction 
des trois coordonnées, il s'ensuit que ff;> ou p(iXdx-i-Ydy + 
TÂz') doit être la dîiTérenticlle e\acie d'une fonction de trois 
variables indépendantes x, y, z. Réciproquement, quand 
cette condition sera remplie, les trois équations (E) de 
l'équilibre seront satisfaites, puisqu'en formant les dérivées 
partielles de cette fonction, d'abord pour x, puis pour y et 
enfin pour z, on trouvera pour les valeurs de ces dérivées 
les quantités pX, p¥ et pZ; ce qui établit précisément les 
équations (E). 

Pour obtenir la valeur de la pression en un point quelcon- 
que, il sntQra de connaître la loi de variation de la densité 
du fluide ainsi que la loi des forces qui sollicitent directe- 
ment ses molécules. £n subsUtuant dans l'équation (e), on 
formera nnc fonction dont l'intégrale totale fournira la pres- 
sion cherchée. 

273. — Sarfaecs é% Rlvea«, surface libre. On nomme 
surface de niveau d'un fluide l'ensemble des point» de ce 
fluide où la pression a la même valeur. 

Il est (kcile de voir que dans une masse en équilibre il y a 
toujours une infinité de surfaces de niveau. 
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D'après la dérmitioD, les points appartenant à une telle 
surface seront caractérisés par celte propriété que la dUré-: 
rentielle dp soit nulle en passant de l'un de ces points à un 
autre. On devra donc avoir 

(1) o=p(Xrf«+ Ydi/+Zt(i). 

Pour satisfaire à cette condition, on ne peut pas supposer 
que p soit é^nl à zéro : car alors le fluide cesserait d'exister ; 
il'fàut donc qu'on ait la relation 

(2) XrfaT+Yrfy + Z<;iz=o. 

Si l'on se reporte aux n"' 87 et Vtk de la Mécanique géné- 
rale, on verra que la plupart des forces naturelles s'exercent 
suivant des lois telles que la quantité Xrfx+Yrfy+Zrfz est 
la différentielle exacte d'une fonction de x, y, z, considérées 
comme variables indépendantes ; de sorte que, si f (a?, y, ï) 
représente cette fonction, on a 

di^{x,y,z) = \dx+Ydy-i-Zdx. 
Il résulte de là 

(3) ^(x,y,z)=C. 
C étant une constante arbitraire. 

Cette équation (.?) représente précisément une surface de 
niveau quelconque. En effet, si on assigne à C une certaine 
valenr, on obtiendra nne surface correspondante, qui saUs- 
fera à la condition que tous les points qui lui apparlienn«it 
jouissait de la même pression, puisque l'éqngtlîon (t) est 
alors identiquement vérifiée. 

En donnant àC autantde valeurs différentes qu'on levoii- 
dra, on obtiendra toutes les surfaces de niveau possibles ( et, 
comme chaque valeur de C correspond à un point du fluide 
arbitrairement choisi, il s'ensuit que, pour chaque point, on 
peut tracer une surface de niveau, et que cette surâice est la 
seule qui passe par c« même point. 
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Ce résDitat donne )e motif de ta dénomination adoptée en 
mécanique f^éBérala pour les sarraces qui correspondent à 
des vitesses égales dn mobile. On voit en effet que ces sur- 
fticessont déterminées parla même équation (f {x,y,z)^C 
qai, dans l'équilibre des fluides, Tait connnitre les lieux des 
points pour lesquels la pression est (TOnstinte. Or, dans le 
cas pariiculier où les forces se réduisent à ta pesanteui', les 
surfaces de niveau du fluide deviennent des plans horizon- 
taux , vulgairement appelés plant de niveau. Il est donc 
naturel d'étendre, par analc^ie, cette dénomination aux sui^ 
faces de niveau en gént^ral, et par suite aux surfaces qui cor- 
respondent il la même vitesse du mobile. 

Une autre conséquence, également démontrée dans le n° 87 
' précité, trouve ici son application : c'est que la direction de 
la force X, Y, Z est en chaque point normale à la surface du 
niveau qui passe par ce point : d'oii résulte que, si toutes ces 
forces X, Y, Z sont parallèles, — ainsi que cela a lieu dans 
le câs où la pesanteur agit seule, — les surfaces de niveau 
sont planes et perpendiculaires à la direction commune des 
forces. 

La surface libre d'un fluide, c'est-à-dire la surface qui le 
limite, est nécessairement une surface de niveau, si l'on sup- 
pose que la pression est nulle ou constante sur tous les 
points extérieurs .- car, dans l'un et l'autre cas , rfpest égal 
à zéro , et par suite on retombe sur toutes les déductions 
précédentes. Ainsi , lorsque la surface libre d'un fluide est 
soustraite à toute pression extérieure, ou que cette pression, 
rapportée à l'unité de superficie, est constante, on est assuré 
que, si le fluide est en équilibre, la résultante toule des ac- 
tions qui sollicitent chaque molécule est normale à la sur- 
face libre. C'est ce qui se réalise, par exemple, pour les eaux 
tranquilles , c'est-à-dire soumises à la pression de l'atmos- 
phère non agitée et à la gravité. L'atmosphère exwce une 
IHTSBÎon senslblraient constante ; et, qnant à la gravité, elle 
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n'a pas, il est vrai, une direcUoa con&taàle pour des nappes 
d'eau très-éte»ducs , mais elle satisfait toujours rigoui-euse- 
ibent à la condition détendre la quantité X<^+Yr/y +2(^2 
difTéreiitielle exacte d'une fonction des coordonnées. C'est 
pourquoi on définit souvent la verticale, qui n'est autre que 
la direction de la pesanteui', une perpendiculaire à la sur- 
face det eaux tranquille». 

Remarqfie. — Dans les fluides élastiques , ou ne peut 
jamais supposer une pression nulle à la surface, puisque la 
densité est proportionnelle à la pres&iou. 11 faut donc qu'une 
cerlaine pression extérieure agisse toujours sur la surface 
des gaz, et c'est pourquoi ils doiveni être contenus dans des 
enveloppes fermées de toutes parts , sinon ils s'épanchent 
par l'orifice quelconqne laissé ouvert, et disparaissent dans 
l'espace. 

274. — Pretsiom et demitét aux diffèrent» points du 
fluide. La valeur de la pression, eu un point quelconque, 
est lotijoui-s facile à obtenir , d'après les considérations qui 
précèdent. En effet, si l'on désigne abréviativemetil par d^ 
ladifféreiiticlletoliilc exacte de la fonction ^ (^, y, 2-),on a : 

{h) dp = prf(f , 

d'où eu intégrant : 

p = A + / prf^ ; 

k étant nue constante qu'on détei'minera d'après la condi- 
tion qu'en un point connu ta pression possède une cerlaine 
valeur assignée a />rt(n-t. Nous avons déjà remarqué que, 
p devant être une certaine fonction des coordonnées , dans 
l'état d'équilibre, il en résulte qne pefcp est une différentielle 
exacte. Or, pour que cette dernière condition soit satisfaite, 
il faut nécessairement que p soit une quantité constante ou 
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une CoDClion de v}. C'est ce qu'on démonti'c daos le calcul id- 
légml. DoDC on aura à la fois 

(5) P = W, 
d'où l'on conclut réciproquement 

(6) î=/;(p), 

p=A + F[/;(p)] = A+F,(p)i 

c'est-à-dii'e que la pression est une fonciiou de la densité. 

Il en résulte que sur toute l'élendue d'une même surface 
de niveau, où la pression est constante, la deusilé doit être 
constante également, quelle que soit la nature du fluide con- 
sidéré ; et que, si la pression varie d'une surface de niveau à 
l'autre, la densité varie également, à moins que le fluide ue 
soit incompi'cssible et liomogcue : car, dans ce dernier cas, 
p est constant a priori, et celte constance permet néan- 
moins que p soit une difl'érentielle exacte, puisqu'alors 
p = k + f,<^. 

Con»équencet. 

1° Liquide» komogènet. — La densité est une quantité 
constante, assignée a priori, et qui ne peut varier sous l'in- 
fluence des pressions. L'intégrale / prfqi se réduit à ptf j et 



(7) p = A+p(^. 

La valeur de k est déterminée , comme nous avous dit, 
par la condition que la pression est connue pour un certain 
point : Boit p^ celte pression particulière, et <^, la valeur que 
prend la fonction a lorsqu'on y remplace x, y, z par les 
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eoonlonDées spéciales x,, y,, 7, de ce point, on éoit avoir : 

p, = A: -J- pcf, , 
d'oii 

(8) p=p, + p((j_(f,). 

On obtiendra ainsi la pression p en un point quelconque, en 
donnant à la fonction ^ la valeur qui correspond au!L cooi^ 
données du point considéré. 

2° Liquides hétérogène». — La densité est encore indé- 
pendante de la pression , et ne varie que suivant la nature 
du liquide. La toi de ces variations pe^it d'ailleurs être abso- 
lument quelconque , puisqu'elle n'Influe pas sur l'équilibre. 
Tout ce qu'on est en droit de conclure , c'est que le liquide 
se trouve décomposé en tranches de niveau successives, dont 
la densité varie en passant de l'une à l'autre , mais demeure 
constante dans l'étendue de chacune d'elles. On sait aussi 
que la superposition de ces courbes a lien de telle sorte que 
les plus denses soient les plus voisines des centres d'où éma- 
nent les forces qui les sollicitent. On a démontré en effet 
dans la mécanique générale (n" 149) que la stabilité de l'é- 
quilibre d'un groupe quelconque de corps pesants exige que 
le centre de gravité du système soil situé le plus bas pos- 
sible, c'est-à-dire le plus près possible du centre d'attraction. 

3' Gaz homogène». — On connaît immédiatement la loi 
qui existe entre la pression et la densité, puisque, abstrac- 
tion faite de la température, on a p^=kp, k étant une cons- 
tante qui dépend de la nalure du gaz considéré , et qaî est 
déterminée a priori par des expériences directes. Cette 
nouvelle relation permet de trouver la forme des fonctions 
qui exprimunt respectivement p et p au moyen de (f. En 
effet, en divisant la relation générale, commune à tons les 

fluides ~ • ■_ '■dp = prf<p 

par la relation spédale aux gaz bomogènea P=»*p 
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équation immédiatement intégrable, et qui donne l'expres- 
sion logarithmique 



(10) p=Cc' ,f = -e , 

e étaot , comme on sait , la base d^ logarithmes népériens, 
«I C une cerUinc quantité constante , qui se détciminera 
d'après la pression connue p, qui a lieu en un certain point 
pour lequel la fonction (f prend une certaine valeur tf , . On a 
donc 



et par suite, en divisant la relation (10) par cette dernière, 
il vient 



1 if—f,) 



Si l'on veut tenir coai|rte de la températui'e, et que celle-ci 
ne soit pas la même aux différents points du Huide, k ae 
sera plus une quantité constante , mais bien une certûne 
femction wiable avec la lempératiire. Mais, comme la cmi- 



(11) 


P-- 


= P,< 


temps que 






(12) 


P = 


= 1 
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ditioii gëuérale d'équilibre dp=ipd<^ existe toujours, il s'en- 
suit que les équations (5) et (6) n'en ont pas moins lieu : 
donc on continncra à exprimer ta pression en fonction de la 
densité. Mais, celle-ci étant, par hypothèse, fonction de la 
température, la pression en dépendra également. Ainsi la 
température et la pression demeureront constantes ensemble 
et varieront ensemble d'une l'égion à l'autre du fluide. On en 
peut conclureque, si l'équilibre existe, la température sera 
la même à tous les points d'une jnéme couche de niveau , 
puisque la pression y est la même en effet. D'après cela , 
dans notre atmosphère , ou la température varie avec la 
hauteur, on voit que l'équilibre ne peut avoir lieu que si 
l'atmosphère est formée de couches de niveau isothermes ; 
lesdites couches de niveau devant d'ailleurs être concentri- 
ques et sphériques, d'après la loi de variation des pressions. 
Or, CCS couches ne sont pas l'cellement isothermes, parce 
que le soleil échauffe inégalement les différents poinu du 
globe et par suite l'air qui l'environne. L'équilibre n'existe 
donc pas , et c'est pour ce motif qu'on doit observer dans 
l'atmosphère des mouvements incessants qui, à défaut d'au- 
tres causes , suffiraient pour engendrer des vents réguliers 
et accidentels. 

i* Gaz kétérogène». — £nRn, quand la masse fluide est 
hétérogène, c'est-à-dire composée de plusieurs gaz diffé- 
rents, il faut, pour l'équilibre, que ces gaz soient supeipo- 
sés suivant des couches de niveau, et que les plus denses 
soient les plus rapprochées des centres d'actions ; absolu- 
ment comme dans les liquides. Mais celte disposition fait 
place, dans la nature, â une autre beaucoup plus stable. Les 
gaz ne se superposent pas, mais ils se mélangent intime- 
ment, de façon à fonner à la longue un seul et même fluide 
homogène. Cette pénétration mutuelle est due à des causes 
qui ne sont pas du ressort de la mécanique. Il nous sufllt de 
remarquer qu'une fois l'homogénéité établie, la loi des pres- 
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sions et des -densités s'établit conformément à ce que nous 
avons vu plus haut. 



Actuellement, nous appliquerons la théorie générale de 
l'équilibre des fluides aux cas particuliers suivants, qui sont 
les plus imponanis dans la nature : 

1° Équilibre d'un liquide soumis seulement à la pesan- 
teur; 
- 2' Équilibre d'un gaz soumis aussi à la seule pesanteur. 

Éfalllbre de* Itqaldes pcunU. 

275. — CoDsidërons un liquide homof^ène qui n'est solli' 

cité que par la gravité, et sur la surface supérieui'è duquel 

s'exerce la pression constante de l'almosphère. 

Supposons ce liquide renfermé dans uu vase, dont le fond 

repose sur un plan liori7x>n- 

\ A 'a' S S ; et soit A B la surface 

\ ~ J I '''*'^ **" ""'•l^* 

\ / Il est immédiatement vi- 

\ / sible que toutes les surfaces 

S C D S de niveau sont des plans ho- 

f'E- ^9- rizontaux , puisque ces sur- 

faces doivent éu-e normales à la direction de la pesanteur. La 
surface libre est donc un plan horizontal, et le fond du vase 
est une surface de niveau, 

Nous chobirons pour plan des x^ la surface libre du li- 
quide, et pour axe des z positifs une droite verticale menée 
au-dessous de ce plan ; de soi-ie que les x positifs soient 
comptés de liaut en bas, et que par suite la pesanteur, qui 
agit dans le même sens, figure dans les formules avec le 
signe plut. 
Un obtiendra sans peine la pression, lappelée à l'unité de 
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sarAice, qui a lien sur un plan borizoolal quelconque A'B', 
mené dans le liquide. On sait, en effet, d'nae manière géné- 
rale, que cette pression est exprimée par 



p = k+ fp{Xdx + ydy+Zd»), 



k étant la pression connue, en un point déterminé du fluide. 
Dans le cas spécial qui nous occupe, on aura X=o, Y=«, 

D'ailleurs p est constant, puisque le liquide est supposé 
homogène : donc 

(l) p^k-hpgz, 

lu quantité ilc est déterminée par la condition qu'à la surface 
supérieuredu liquide, c'est-?i-dire pour z=o, la pression p ne 
soit autre que celle de l'atmosphère. Mais, comme cette |h«6- 
sion constante se transmet intégralement à tons les points 
du fluide, et qu'il sera toujours très-fucile d'en tenir compte 
quand ou le voudra, nous ne la ferons pas figurer explicite-- 
ment désormais^ de sorte que l'équation qui exprime la 
pression recevra la Tonne pins ùaple 

p=pgz. 

Nous pouvons en conclure sur-le-champ que -4a pression 
supportée par une tranche horizontale quelconque est pro- 
portionnelle h la profondeur au-dessous de la surface libre ; 
et que pour des liquides différents elle varie en raison directe 
des densités respectives,— conaéquences évidentes d'ailleurs 
a priori. — 

La pression sur le fond do vase sem donc, par unité de 
superficie, égale à fgh, k désignant lu hauteur totale da li- 
quide ; et la pression sur la surface entière de ce fond sera 
exprimée pai- 

P ^ ap s= apgh , 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



HYMOSTATIQUE. iS$ 

en r^réseoUnt par a le nombre d'unilé& de superficie de la 
base CD. 

276. — Ce résHiiat fort simple, dont la démonstration 
semble presque SRperfJne, est pourlant ëminemment remar- 
quable, en ce qu'il nous montre que la pression sur le fond 
est indépendante de la forme du vase, et par conséquent de 
la masse totale da liquide qu'il peut contenir; mais qu'elle 
est invariablement égale au poids d'une colonne de liquide, 
ayant pour base le fond même du vase, et pour hauteur celle 
du liquide. D'où il suit que pour des vases de formes et de 
contenances très-diverses, qui iraient en s'élargissaot ou en 
se rétrécissant vers le haut , et qui seraient remplis de li- 
quide à la même hauteur, le fond serait exactement pressé 
delà même manièreque s'il s'agissait d'un cylindre vertical. 
C'est ce que vérilie l'expérience ; et l'on a pu observer, par 
exemple, qu'en surmontant une enveloppe fermée, pleine de 
liquide, d'une simple paille creuse de grande hauteur et dé- 
bouchant dans l'enveloppe , on déterminait la rnpture de 
cette dernière en rftmplissant la paille jusqu'à un niveau 
convenable. 

Cette pression ne doit pas être confondue avec le poids 
même du liquide. Ces deux effets ne sont identiques que 
lorsque le vase a effectivement la forme d'un cylindre à pa- 
rois parfaitement verlicales. Dans tous les autres cas, la 
pression diffère du poids, et est plus grande ou plus petite 
que ce dernier, seloa que le volume du fluide est, par suite 
de la foroie du vase, inférieur ou supérieur au volume du 
cylindre dont nous parlons. On s'en rend compte sans peine, 
car le poids, ou la force nécessaire pour empêcher la masse 
fluide de tomber vers la teire, est évidemment égal à la 
résBltante générale de toutes les pressions que le fluide 
exenx sur les parois q>ii le contiennent Lorque le vase est, 
par exemple, un vase droit, on conçoil bien que les pres- 
sions latérales s'équilibrent comme symétriques; et, puis- 
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qu'il n'y a pas de pression sur le haut, il ne reste plus qne la 
pression sur le fond, laquelle se trouve exactement égale an 
poids du fluide, ainsi que nous l'avons reconnu par le calcul 
tout à l'heure. Mais si le vase se rétrécit par le haut, c'est-à- 
dire si les parois sont obliques, une partie des pressions 
exercées sur le fond est équilibrée par les composantes ver- 
ticales, dirigées toutes de bas en haut, que fournissent les 
pressions de ces parois obliques ; de sorte que le poids, qui 
n'est que la résultante finale de l'ensemble, est moindre que 
la somme des pressions du fond, prises isolément. Au con- 
traire, si le vase s'élargit, les composantes verticales fournies 
par les pressions obliques sont dirigées de haut en bas, et 
viennent s'ajouter a celles qui ont lieu sur le fond ; si bien 
que le poids surpasse ces dernières, pnses isolément. En un 
mot, suivant la forme du vase, il y a toujours une certaine 
quantité de pressions de sens contraires ou de même sens, 
fournies par les parois, qui se retranchent ou s'ajoutent aux 
pressions sur le fond, pour former le poids observé du li- 
quide. 

Il parait inutile d'ajouter que tout ce que nous venons de 
dire relativement à la pression du fond s'applique intégrale- 
ment à un plan de niveau mené ù une hauteur quelconque 
dans le liquide. 

277. — riaMes niéUngétt, Si l'on verse dans nn même 
vase des fluides d'inégales densités, nous savons qu'ils se su- 
perposeront selon l'ordre décroissant des densités , et que 
toutes les surfaces de séparation seront des plans horizontaux. 

Théoriquement, l'équilibre peut encore exister si les cou- 
ches de niveau se superposent dans l'ordre croissant des 
densités; car la position la plus basse possible du centre de 
gravité n'est point indispensable (n" lUS). Seulement, dans 
ce cas, l'équilibre est tout à fait instable, et le moindre ébran- 
lement suffit pour le rompre. C'est pourquoi, lorsqu'on 
verse, avec de grandes pi-ccauiions, un liquide pins lourd 
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an-dessus d'un autre, on recumatt que la plus légère se- 
cousse donnée au vase trouble cette disposition artificielle. 

Quant à la pression sur un plan horizontal mené dans la 
nasse des liquides superposés, H est fucile de montrer, 
d'après les Tormules précédentes, «jn'elle est égale au poids 
d'une colonne ayant pour base la section horizontale consi- 
dérée, et composée de tranches successives des divers li- 
quides, ayant pour épaisseurs celles qu'ils possèdent eflecti- 
venenl dans le vase. £a d'autres termes, on peut dire que 
celle pression est égale au poids des divers liquides inter- 
ceptés dans le vase par le cylindre vertical placé sur le plan 
en question. 

riMldeB hélnwgéacM. — Les conséquences qu'on vient 
de formuler, ayant lieu quel que soit le nombre des fluides 
superposés et quelles que soient les épaisseurs des trunches, 
doivent s'appliquer encore à la limite, c'est-à-dire lorsqu'il 
s'agit d'un seul fltride hétérogène. Un voit que la densité est 
constante sur un même plan horizontal, et variable d'un 
plan à l'autre. Quant à la pression, elle est égale à 



'X"'^' 



et il suffira de connaître la loi de variation de la densité en 
fonction de la profondeur. 

Si la pesanteur elle-m^me variait d'une tranche à l'autre, 
— ce qui aurait lieu pour des pmnts très-inégalement dis- 
taols du centre de la terre, — il faudrait faire entrer g sous 
le signe de l'intégration, et connaître la loi suivant laquelle 
la pesanteur varie avec la distance. 

Quand on considère des surfoces liquides très-étendues, 
comme celles des mers, les snrftices de niveau ne sont plus 
planes, puisque la pesanteur n'a pas la même direction pour 
tons les points ; mais ces surfaces, n'en étant pas moins nor- 
males, en chaque point, à la direction de la gravité, ont une 
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forme très-seniibleiaeBt S|diërîqiie, — si l'on se tient pM 
compte, bien eatendu, de la rotation du globe et de quelques 
antres circonstances. — La pression développée en un point 
qnelcoaque de ces coudies croit d'une manière fiensibloneBi 
pn^MrtioDDelle à la profondeur» en sorte que, pour certains 
points ùtuée à plusieurs kilontèuvs au-deseons de la surface 
libre, la pression est égaie à plusieurs ceouiaes de fois 
celle de l'atmosphère. Sous des forces aussi énonnes, les 
eaux sont nécessairement comprimées de manière à ce que 
la densité ne puisse pas être envisagée comme constante. 

Mais des changements bien plus importants eocore peu- 
vent être déterminés par ces mêmes causes : il est possible, 
par exemple, que la loi de trunsmissicm ne se vérifie plus et 
que les liquides perdent en partie leur Quidilé. Dans ce cas, 
les lois de l'équilibre nous échappent, et nons n'avons plus 
que des approximalions incertaines. 

Jîemar^iM. — Tout ce que nous venons de dire au sujet. 
de ta pression, rapportée à l'Haité de surface, qui s'eKercc 
sur un plan horkontal mené dans le liquide, s'applique évi^ 
demment [k un plan ayant une direction quelconque, puis- 
qu'on sait que, autour d'un point, la pression est ta même 
dans tous les sens. La seule chose qui difTérencie la pression 
sur un plan oblique de celle qui a lieu sur un plan borizon- 
tal, c'esl que, pour le premier, la pression varie d'un point 
à Hu autre, tandis qu'elle est constante pour le second. Cela 
lient à ce que les divers poinu du plan oblique^ n'étant pus 
k la même profondeur dans le liquide, oorre^nadent à des 
plans de niveau différents. La pression n'y peut donc être 
constante que le long d'une même ligne boriiontale tracée 
dans ce plan oblique. Il Ibut donc concevoir ce dernier 
comme décomposé en une infinité de petites bandes hori- 
zonlalestpour chacune desquelles la pression est conslante 
et égale à celle qui a lieu sur toute la couche de niveau cor- 
respo«daBte.AeuBnvi«idr«aRplu) tard sur ce point) quand 
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il s'agira d'apprécier la pression totale produite sur une sur- 
lïice quelconque plongée dans le liquide. 

378. — VaMi c*n*iani«|MiBU. Nous considérerons 
d'abord un liquide homogène, contenu à ta fois dans deu\ 
vases qui communiquent ensemble par leur partie inférieure. 

Il est visible, sans démonstration spéciale, que les sur- 
faces libres du liquide dans les deux vases seront situées sur 
un même plan horizontal. En effet, ces vases communiquant 
ensemble n'en constîiuenl en réalité qu'un sctd, d'une forme 
particulière. Mais l'on sait qne la pression exercée sur une 
surface de niveau ne dépend en aucune sorte de la forme du 
vase. Donc, un ménie plan liortEontal, mené à volonté dans 
le liquide, est également pressé, dans un vase et dans l'aulrc, 
parle fluide superposé; ce qui exige nécessairement que la 
hauteur du liquide au-dessus de ce plan soit partout la même. 

Actnellemevt imaginons que dans l'un des vases on verse, 
au-dessus de la surface libre, un nouveau liquide, d(^ den- 
sité quelconque f>, et qui occupe une hauteur k. Il produira 
sur cette surface libre une pression égale à pfjk, par chaque 
unité de superficie. Mais, en vertu de la loi de transmission, 
cette pression se propagera intégralement dans toute la masse 
du fluide, et en particulier sur la surface libre de l'autre 
vase, où elle s'exercera de bas en haut. Pour que l'équilibre 
général ne soit pas troublé, il faudra que, dans ce second 
vase, ladite pression additionnelle soit uentraliséo; ce qui 
pourra avoir lieu, soit en recouvrant la surface libre d'une 
paroi fixe borizonlale, soit en superposant une quantité de 
liquide susceptible de produire exactement la même pression 
pffk, par unité superficielle. Si donc on se sert d'un liquide 
diBërent, de densité p'^ il faudra que la hauteur h' soit telle 
que la pression fff'h' qu'il engendre soit égale à pgk; d'où 
l'oD d<édtiit la relation simple : 

pA = p'A' , ou A : A' : : p' : p ; 
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C'esl ce qu'on énonce ordïnaiieuieiit en disunl que, lorsque 
deux liquides diRîii'ents se fonl équilibre duns des vuses com- 
inuniq»anl3, leurs hauteurs respectives sout eu raison in- 
verse des dènsilés. 

Un lél équilibre est, de sa nature, éminemment instable, 
en ce sens que, le liquide le plus dense tendant toujours à 
gagner le fond du vase, l'écliaiige se fera à la longue dans 
les deu7( vases, de telle sorte que dans l'un et dans l'autre 
on finira pnr avoir deux liquides à la fois, superposés dans 
l'ordre décroissant des densités, et ayant leurs surfaces do 
séparation dans le même plan horisontal. Pour conserver le 
premier équilibre, il sera nécessaire de s'opposer à te mé- 
lange par un moyeu quelconque, soit avec un diapfai-agmc , 
mobile dans le canal de communication et le fermant exac- 
tement, soit en rendant la section de ce canal assez petite 
pour que le double mouvement des liquides ne s'y produise 
plus. On a reconnu, eu effet, dans la pratique, qu'au-dessous 
de certaines limites de grandeur le mélange ne s'effectue plus ; 
et, de là, l'origine des tubes dits capillaires, dont on fuit 
usage dans un grand nombre d'instruments de physique, où 
il s'agit précisément d'empêcher le mélange des fluides en 
communication. Toutefois, cet obsl^iclc n'est jamais absolu, 
et est d'autant moins efficace que la différence des densités 
est plus considérable. 



l'rcestoii»! cxerrécs par un liquide sur une §nrrMce 
quelconque. 

279. — Nous avons déjà vu, dans la remarque du n° 277, 
que la pression produite par un liquide sur un élément su- 
jierficiel reste la même, quelle que soit la direction de cet 
clément, pourvu que sa dislance à la surface libre ne change 
pas. Au moyen de ce théorème, nous allons calculer la valeur 
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de la pression tolnle qui s'exerce stii- une surface finie quel- 
conque. 

1" — Surfiice* planet. La pression produiie pur un li- 
quide homogène sur un plan est égale au poids d'itti prisme 
de ce liquide, qui aurait pour base la surface plane consi- 
dérée et pour hauteur ta distance de son centre de gravité à 
la surfjce libre dn liquide. — D'où résulte (|uc cette pi-es- 
sion demeure la même quelle que soit la position du plan, 
pourvu que le centre de gravité reste à la même hauteur. 

En cITet, soit o) im élément quelconque de la figure 
plîine considérée, p la pression, rapportée à l'unité de sur- 
face, qui s'exerce sur cet élément, z sa distance au niveau 
du liquide, et p la densité de ce dernier. La pression élé- 
mentaire ;)c<> sera exprimée par p^zw. Pour avoir la pression 
totale de la figure plane, il faudra prendre l'intégrale de 
pffzw, étendue à tous les éléments de celte figuie; c'est-à- 
dire l'intégrale de zu seulement , puisque ^p est une quan- 
tité constante. Or, l'intégrale de rw est pi-ecisémeiit celle 
qu'on doit former quand on veut trouver le moment de tous 
les éléments de la surface par rapport à un même pian, qu i 
est ici le plan de niveau. Ou sait, d'après la ihéoric des cen - 
ti-es de gravité, que cette quantité est égale à l'étendue de ia 
surface, multipliée par la distance du centre de gravité aa 
même plan (n° 18â ). Donc, si l'on désigne par A la surface 
en question, et par z, la distance de son centre de gravit 
au plan de niveau, l'intégrale ci-dessus sera égale à As, ; et, 
par suite, la pression totale cherchée aura pour expression : 

n = pjA.2,, 

ce qui est Justement le théorème énoncé. 

Remarque. — On ne doit pas confondre le centre de gra- 
vité avec le point d'application de la résultante des pres- 
sions qui s'exercent sur tous les étémcnis du plan cou; idéré. 
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Ces deux points ne coïncideni pas eutr« eux. En eiTei, le 
centre de gravité satisrait à la condilion d'être le centre de» 
force» parallèle», c'est-à-dii'e le point d'application de la 
résultante de Torces qui s'exerceraient avec une égale inten- 
sité et suivant la même direction sur chaque élément égal de 
la surface. Au contraire, le second point dont nous parlons, 
que nous nommerons centre de prettiort, se déterniioerait 
en cherchant la résultante de forces, parallèles comme pré- 
cédemment, mais inégales pour des éléments égaux de sur- 
face, puisque ceux-ci sont à des profondeui's différentes dans 
le liquide. Le centre de gravité et le centre de pression ne 
coïncideraient que si les pressions partielles avaient toutes 
la même valeur, circonstance qui n'a lieu que dans le cas 
très-particulier où le plan considéré est horizontal, comme, 
par exemple, pour le fond du vase. 

S' — Surface» courbes. Lorsque la surface n'est pas 
plane, on ne peut plus évidemment, pour obtenir la pres- 
sion totale, prendre l'intégrale de ^gziù, étendue à tous les 
points de la surface. Car les pressions élémentaires cessent 
d'être parallèles, pour demeurer respectivement normales 
aux éléments sur lesquels elles s'exercent. La méthode gé- 
nérale consiste à décomposer chaque pression suivant les 
trois axes de coordonnées, et à former ensuite les intégrales 
correspondant à ces trois séries de composantes. De la sorte, 
ou obtient trois résultantes parallèles aux axes, dont les 
points d'application respectifs dépendent de la forme de la 
surface, et qui ne coïncident pas entre eux. Les pressions 
ne sont donc pas réductibles à une force unique; on peut les 
ramener seulement au système de deux forces, ou, ce qui 
revient au même, au système d'une force unique et d'un 
couple. D'après cela, une portion courbe quelconque d'uoe 
paroi , on cette paroi courbe tout entière, éprouve à la fois 
une poussée et une torsion. Si les effets n'en sont pas reodiis 
visibles, c'est parce que les deux efforts swtt neutralisés pw 
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la jonetioa d« cett» iurEac« avec ka, iiutre» ptrtwa. de l'en- 
veloppe. 

Les pre&fioQs ne se réduistwt à une force unique qne lort- 
qn'il a'agit de U surface eoUère d'un oorpi plongé dans le 
liquide. Dans oe cas, la résdltante ^ t(Mt|ours vertloalA. 
C'est ce qui Tera l'objet du paragraphe suivaat. 



Prcui«»8 exoreécR «nr ■■ cvr^s mIU» |il«nc4 4mm 
■n llfwide. 

THÉORÈMB u'ARCHlHÈnS, 

SSO. — Considérons un corps euiièrement plongé daqa 
UD liquide. Ëa chaque point de la aurfaoe du oor^, le li- 
quide exerce une pression normale, dont l'iuieosité eU pré- 
eiséipent celle de la preWHOB eu tous sens qui a lieu eu ee 
point même du fluide. 

ImagiDons que toutes les presaiûiis, produites aur les di- 
vers éléutenls superficiels du corps, soient décomposées par 
rallèlemeut à trois axes de coordonnées rectangulaires, dont 
l'un est, selon l'usage, choisi vertical. 

Le fluide est sollicité seulement par la pesanteur. Noue 
allons prouver que toutes les composantes parallèles aux 
axes des j»el des y, se détruisent deux à dmix, et que le sys- 
tème des autres composantes,. exclusivement verlicalea, 
donne une résultante unique, qui n'est jamais nulle, et qui 
a la direction commune de la pesanteur. 

Prenons un point quelconque de la surface du solide, et dd- 
composoua parallèlement aux axes la pression qui s'exerce 
sur l'élément superficiel du corps. On pourra totyours trou- 
ver sur le C(H)lour du solide un autre élément dont la près» 
siwi fournisse, suivant l'axe des x, une composante égale 
el direclement oiHMsée à eelle qui provient du prunier élé- 
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ment. Eh effet, la composante due an premier élémenl choisi 
est évidemmoDt égale il la pression, rapporire à l'uniië de 
surface, qui a lieu en ce poini du flaide, multipliée par la 
lirojectioD de l'élément sur le plan des yr. Or, si, par t'élé- 
oteut en question , nous menons une parallèle à l'axe des t, 
celte droite ira percer le solide en un second point, et y dé- 
terminera un nouvel élément qui aui-a, sur le pian des y?, 
la même projection que le premier ; car tous deux pourront 
Mre considérés comme des serions faites dans un même cy- 
lindre înHniment mince, qui est perpendiculaii'e au plan 
d^ yz. La composante, suivant l'axe des x^ de la pression 
exercée sur ce second élément , sera pareillement égale à 
ladite projection, miiltipliée par la pression du fluide en ce 
point. Or, la pression est la même que tout à l'heure, puis- 
que les deux points sont situés sur une même horizontale, et 
par suite sont à une même profondeur dans le liquide. Donc 
les deux cMopo^ntes sont numériquement égales. D'ail- 
leurs, elles agissent en sens inverses, puisque, les pressions 
s'exerçant toutes deux normalement à la surface du corps, 
et de dehors en dedans, il est visible que, si l'une des compo- 
santes pousse de b gauche vers la droite, l'autre poussera de 
la draite vers la gauche. Donc leurs clfets se détruisent, 
puisque le corps est su[iposé solide. On ferait exaclemeni le 
même raisonnement pour l'axe des y, en menant, par le 
premier point choisi, une parallèle à cet ase, et on recon- 
naîtrait que cette seconde «érie de composantes se réduit à 
zéro. 

Il nerestedoncplusque les composantes vertieaies. Or, le 
fond même de notre argumentation miutre que ces compo- 
santes ne se détruisent pas ; car nous nous sommes appuyé 
sur ce que les deux points du coips, déterminés par une paral- 
lèle ù l'axe des x, ou par une parallde à l'axe des y, sont à la 
même profondeur dans )e liquide. Mais si nous voulons déter- 
miner encore deux nouveaux points, par uoe parallèle à l'axe 
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des z, ils ne seront plus à la méine profondeer, et pai- suite ne 
sutHront pis les mêmes pressions. Donc les composantes ver- 
Ucalesdes pressions ne s'entrcHJétruiront pas. Il ressort même 
de là que ces deux composantes, qui agissent, comme précé- 
demment, en sens contraires l'une de l'antre, ont une résul- 
tante cjcaie h leur différence. Et quant à cette diflfêrence, on en 
voit tout de suite la valeur. Car chacune des denx composantes 
est égale à la projecticnt horizontale commune des deux élé- 
ments, multipliée par la pression an point considéré ; or, si f 
et 2' sont les deux ordonnées verticales, ^ la densité dn liquide 
et y la projection commune, les pressions seront respectîve- 
vement égales à pgty et çgz'y. La résultante aura pour ex- 
pi-ession pj(i' — «)7=^pff^, en désignant par l la longueur 
dn cylindre vertical infiniment mince qni joint les deux 
points, et qui a pour base la projection y. Cette résulianle 
e^t donc égale au poids du liquide qui remplirait le volume 
du cylindre. Nous pouvons continuer la même opération 
pour les autres éléments dn corps, c'est-à-^ire les envisager 
comme appartenant denx à deux à un même cylindre infini- 
tésimal; tous ces filets verticaux, ainsi tracés dans le corps, 
constitWBt le volume de ce corps lui-même ; en sorte que la 
résultante totale des pressions, qui est égale au poids du li- 
quide qni remplirait l'ensemble des cylindres élémentaires, 
est égale aussi au poids du liquide qni remplirait le volume 
qu'occupe le corps. Quant au point d'application de la résul- 
tante, il est nécessairement placé an centre de gravité de ce 
volume liquide ; et le sens d'action de la force est opposé à 
celui de la pesanteur, ou dirigé de bas en haut, puisque les 
points inférieurs des corps sont ceux qui donnent les pres- 
sions excédantes. 

Lorsque le corps n'est qu'en partie plongé dans le liquide, 
la même démonstration s'applique à la portion immergée. 
Il suSIt, en effet, de concevoir que le corps soit divisé par 
le pivi libre dn liqnide. La partie au-dessous représente un 
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corps eatièremeet |4«igâ, émt les pfiiiiu uipérïeurs sap* 
porieottles pre&ùoaa nulles. Le petit cylindre dont le poid» 
exprime la r^utiante des pressions de deux éléments, ûtués 
sur la même verticale, est éga) stiupletneat à pgz'y, puiaqiM 
l'erdonoée a du point oonre^MlDdant«^péFieu^ est nulle ; et 
rien n'est ultaufé dans le raisonBement. Quant à la partie 
émergée du corps, c'est-à-dire celle qui est située au-dessus 
du pl«n lii>re, elle demeure tout à fait étrangère à l'évalua- 
tion des pressions, la résultante est donc représeatée par le 
poids d'un volume égal au ridume de la partie immergée, et 
agissant en sens contraire de la pesanteur. 

2St. — Le théorème qui précède est souvent établi par 
des oonsidérations «t priori, extrêmement simples, mais qui 
ont le tort, à notre avis, de ne pas rendre compte de la cause 
du pbénomène. 0» raisonne ainsi : 

Prenons un liquide en équilibre, et imaginons qu'une pçiv 
tîon qnelconque en soit tout à coup solidifiée, ce qui qe dé- 
truira pas l'équitibre primitif. Puisque cet état de cbmes 
subsiste après la solidiAcalion, il faut bien que l'ensemble 
des pressions exercées sur cette portion par le liquide am- 
biant soit précisément employé à en délniire le poids. iE>onc, 
la résultante de ces pressions équivaut à une furce verticale, 
dirigée de bas en haut, et égale au poids du fluide solidifié. 
I<6 ooaveau corps introduit subira les mentes pressions, et 
par suite sera souipis à la même résultante verticale dont 
nous parlfMis. 

C'est sous cette forme qu'Arcliimède parait avoir produit 
le théorème qui a reçu son nom. H ne faut pas oublier que 
ce grand homme était privé du calcul inAuitésimal, en sorte 
que sa démonstration, quoique insuffisante ai^ourd'bui, n'en 
est pas moins, pour l'époque, une «uvre très-remarqnable. 

â8!t. — Stmarque. Si le liquide n'était pas bomog^e, 
eaais était composé de couches de niveau superposées, de 
dilféFenles densités, le même résultat subsisterait toujours. 
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et la tarée uniqiie, imtwaaBt àm proaùou, coBtiiijMTiHt à 
être égale au poîd& du liquide occupé par le cei^s, ce ptùda- 
éUat évalué en teaant compte dos densités de& diverses cou- 
ches que le corps traverse. 

On peut doHc étendre le tbéorème à tous les liquidM 
pour lesquels les surfaces de aiveau sont trèt-seBsibieineul 
des plans boruontaux. 

Si le centre de gravité du corps immergé, ea totalité oq 
en partie dans un liquide quelconque, est situé sur la naéHW 
\erticale que le centre du volume du fluide déplacé, le poids 
du corps et celui de ce volume de fluide, agissant en ligne 
droite et en sens contraires, auront une résultante égale à 
leur différence numérique. C'est pour cela que le principe 
d'Archimède est souvent énoncé ainsi : Tout coi'ps plongé 
dans un liquide pei'd une partie de son poids égale au poids 
du volume de fluide qu'il déplace. 

Si les pressions exercées par le fluide, au lieu de varier 
avec la profondeur, — comme cela a lieu lorsqu'elles sont 
dues à l'action de la gravité, — étaient au contraire parfai- 
tement égales en tous les points, l'argumeoiation produite 
au n° S80, pour les composantes parallèles aux axes des x et 
des y, subsisterait avec la même justesse pour l'axe des «t 
en sorte que l'ensemble de toutes les composantes se reduî' 
rait à aéro. Lors donc qu'on sollicite uniformément un corpî 
par des actions aormales sur toute la surface, ou ne del«r- 
mine dans ce corps ni une translation ni une rotalion. I(*3 
plus grandes pressions exercées sur la surface d'un liquida 
ne feraient pas bouger un corps ea équilibre au sein de C9 
liquide. 

Kl|iilllbr« 4*aa e«r|M rl*»ff^ '*■■ ■■ ll««Me . 

m. — Quand un corps est entièremeat ploigé dau t» 
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liquide* il est évident que, pour qu'il demeure en équilibre, 
il tuM : t" que le centre de gravité du corps et le centre de 
gravité du volume déplacé soient situés sur la même verti- 
cale ; 3° que le poids du corps soit exactement égal à celui 
du liquide déplacé , ou que sa densité moyenne soit égale à 
Is densité du fluide. 

Si la densité du corps est plus jtntude que celle du liquide, 
le corps tombera jusqu'au Tond du vase , en vertu de l'excès 
du poids 8or la résultante des pressions. Cette chute ne s'ar- 
rftterait que si le solide atteignait des coucbes fluides d'une 
dénoté supérieure ù la sienne. 

Si , au coniraii-c , le poids du corps est moindre que le 
poids du liquide déplacé, le corps sera poussé de bas en 
haut, et émergera en partie, jusqu'à ce que le volume occupé 
par la partie immei^ée corresponde à un poids de liquide 
exactement égal au poids total du corps. C'est ce dernier 
cas qui est le plus intéressant, en ce qu'il est ta base de toute 
la théorie de la navigation. Le problème fondamental qui s'y 
rapporte est celui-ci : 

Ëtaut donné un corps quelconque , de densité moyenne 
inréri^re à celle du liquide , déterminei' la portion de ce 
ooips qui doit être immergée pour que celui-ci reste en équi- 
libre à la surface. 

Si' le corps et le fluide sont homogènes, il est clair que 
c'est là une pure question de géométrie qu'on peut énoncer 
ainsi : Diviser, par un plan, un volume en deux parties, telles 
qne-les wntres de gravité des doux segments soient situés 
sur une même verticale, et que le volume d'un segment soit 
dans un rapport donné avec le volume total. 

Ce rapport donné sera , pour l'équilibre d'un corps flot- 
tant, le rapport de la densité connue du corps ù la densité 
également connue du liquide. £ii immei^eanl le segment qui 
satisfait à la double condition indiquée, le poids du fluide 
délacé se trouvera ^1 au poids du corps , et comme, en 
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outre, les demx Torces agirooi suivant la mène droite, l'éqoi- 
libre sera i-calîsé nécesBairement. 

384. — On n'a pas de démonslration bieu salisfaisante 
pour établir que, quelle que soit la ronne du corps, il y aura 
toujours une position d'équilibre; mais ce résultat n'est pts 
douteux , puisque l'expërienee le confirme à tout moment. 
Dans une foule de cas on voit aisément a priori que cette 
position d'équilibre doit exister en eflet. Si, par exemple, te 
corps est symétrique rclniivement à un axe passant par le 
centre de gravité, on n'aura qu'à immerger le corps de ma- 
nière à ce que cet axe soit vertical. Alors les centres de gra- 
vité du segment et du corps total seront placés sur la même 
verticale, quel que soit le degré d'immersion. En enfcuçant 
le corps plus on moins, on Tera varier comme on voudra le 
rapport du segment à celui du corps , et par conséquent on 
pourra l'amener à avoir la valeur assignée d'avance. Certains 
coi^s doivent même avoir une infinité de positions d'équi- 
libre. Nous citerons entre autres la sphère et le cylindre 
circulaire. Le premier de ces corps peut évidemment être 
tourné dans tous les sens autour de sou centre : pourvu que 
ce dernier reste à la même bautenr au-dessus du liquide, 
l'équilibre subsistera toujours. Le second pourra être tourné 
d'un angle quelconque autour de son axe placé horizontale- 
ment et maintenu à la même hauteur. La parfaite symétrie 
de la figure montre la permanence de l'équilibre. D'auUes 
corps, sans offrir ces positions en nombre illimité, eu auront 
plusieurs à la fois, qui dépendront de leur forme particulière. 

385. — Nous eu donnerons un exemple qu'on est en usage 
de présenter dans tous les traités. C'est celui du prisme droit, 
à base triangulaire , immergé de façon à ce que ses arêtes 
soient horizontales. Comme nous savons a priori que le 
centre de gravité du segment sera, aussi bien que celui du 
prisme entier, contenu dans une section perpendiculaire sur 
le milieu des arêtes, le problème se trouve ramené à la 
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^mple immersion de celM «ection ou à l'immersion d'une 
des bases. 
Soit ABC la base triangulaire du prisme. 

Deux cas se présentent , 
suivant tju'onveutinimerger 
-,'' lepfiameparune seule arête, 
as ^r deux arêtes k la fois. 
Sft p pow a ftbord le pre- 
mier cas, et soit DE h KgDc 
dlntersection de la base 
triangulaire avec la surface 
du liquide. Pour simplifier le 
langage et nous conformer 
d'ai)leui-s aux usages reçus , 
nous nommerons cette inier- 
section Hgne de fhflaiton. 
f's- 8». De même , quand nous au- 

rons à considérer l'interseciion d'un volume en équilibre avec 
la surfiicc du liquidc,iious l'appellerons plan de fiottaiion. 
Si nous Joignons le point A aux points F et H, milieux de 
BCet de DE, etque nous prenions respectivement les points 
G et g, au tiers des longueurs à partir de BC et de D E, ces 
points seront les centres de gravita res)>ectift de la base to- 
tale ABC et du triangle immergé ADE. Puisque réquiHbre 
existe, ces centres de gravité satisibnt à la condition qne la 
droite G^ qui les joint est verticale , ou , ce qui revient au 
même, que la droite F H , qui lui est parallèle, est perpendî- 
eulaîre à l'horizontale DE; d'où fl suit que DF est égal 
à FE. II faut en outre que le rapport du triangle ADE au 
triangle A BC ait «ne valeur assignée n, moindre que l'unité. 
Ces deux conditions , exprimées par des équations , vont 
Bous pel-m Atre de déterminer les distances inconnues x et jr, 
auxquelles les points D et E se trouvent placés, par rapport 
au sommet A, sur les côtés AB et AC. 
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Désignons respectivement par a, k, e let c6tés opposés 
aux angles A, B, C, dans la base donnée; par l la iMigaeiir 
A F, également connue ; et par € et y les angles B A F, G A F, 
qui sont aussi connus. 

Exprimons d'abord qne DF doit être égal à FE. 

On sait que, dans le triante ADFt on a : 

Ï)F' == a:» + /i — 2 «f cos 6 , 

TE'^y'+P— Sj^cosy! 

d'où: ^ — 2 tccos6=y* — 2/^cosy. (1) 

Exprimons ensuite que le nippoitdu triungle ADE an 
triaugic ABC esl égal à n : 

ABG=i AB.AG Ein (ugleBAC)=t^ AfîoinA, 
ADE = ^AD. AEsin(angIeDAE)=-;xysiuA, 

donc, '£^,. m 

Si l'on éliunlne y entre les équations (1) et (3), on obtient 
l'équation suivante, en x, du quatrième degré : 

*' — 2tc'co8ê+2/»/«;3;cosy — n?bV=o (3). 

Le deimier terme étont négatif, il y a au moins deux racines 
réelles , l'une positive , l'autre négative. Quant aux deux 
autres, elles sont à la fois positives on à la fois imaginflires : 
c'est ce qu'indique la règle des signes de Descanes, puisque 
le premier membre offre trois vmfHmti»nJi et une perma- 
nence, quel que soit le signe avec lequel on rétablisse le 
terme du deuxième degré, qui j manque. Comme les soln- 
lioMS qui convienn^t vériiablement à la question sont esscfr- 
tiellement positives, il s'ensuit que le nombre des positions 
d'équilibie est : 

Au moins égal à un ; 

Au plus égal à trois. 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



2W LIVBE VI. — COUPS FLUIDES. 

Si l'on voulait examiner le second cas, c'est-à-dire celui 
où l'on suppose que le pi-isme est immei^é à la fois par 
denx arêtes B et C, il est visible que l'on obtiendrait i'ëqua- 
tHHi (3) cÏHlessns, dans laquelle n se trouverait remplacé 
par 1 — H. £n effet, l'équation (1) ne changerait pas, puis- 
que le centre de gravité de la base entière, et ceux de cha- 
cune des parties formées par la ligne de flottaison, sont sur 
une même droite : donc, la relation qui exprime que le cen- 
tre d'une des parties et le centre du triangle lolul occupent 
une ve' licale exprime en même temps que le centre de l'an- 
tre partie est sur cette verticale. Par conséquent, il n'y a 
rien à changer à la relation (1). Quant à la relaUon (2), il y 
faut remplacer la surface d'une partie par celle de l'autre; 

mais cela revient à écrire qu'au lieu de ^=n, on doit avoir 
— T — -^n; car bc—xy correspond à la seconde partie 
comme xy correspond à la première. Or, "T" " ^« peut 



1 — n à n dans l'équation finale (3). Ainsi, pour ce second 
cas, on a encore une position d'équilibre au moins, et trois 
au plus. 

En somme, la considération d'un sommet A et du côté op^ 
posé BC, donne lieu : 

à 2 positions au moins; 

à 6 positions au plus. 
Comme on pourrait reproduire les mêmes raisonnements 
pour chacun des deux autres sommets et son c6té opposé, 
on déterminerait : 

6 positions au moins, 

18 positions an plus , 
qui satisfont à la condition d'équilibre. 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



HYDROSTATIQUE. ittl 

A ces posilioDS diverses on doit en ajouter deux autres, 
qui con-espoadent à l'ioiinersion du prisme, par hb bout ou 
par l'autre, de façon à ce que les arêtes soient verticales. 

Comtoe discussion intéressante de formules, on peut sup- 
poser que le triangle est isocèle ou équîlatéral. Nouscroyoïw 
inutile de nous y arrêter ici. 



Stabilité de rH>ill>b>>e* — MétM»tr«. 

S8e. — Nous avons vu que la condition fondamentale de 
l'équilibre d'un corps flottant, c'est que le centre de gravité 
dé ce corps et celui du volume de liquide déplacé par la par- 
tie immei'gée soient situés sur la même verticale. 

Mais cet équilibre peut être stable ou instable, suivant 
que le corps, étant un peu écarté de sa position primitive, 
les forces agissent pour t'y ramener ou pour l'en éloigner 
au contraire de plus en plus jusqu'à ce que, selon l'expres- 
sion adoptée, elles le fïissent cbavirer. 

La recherche des conditions de stabilité forme uue partie 
très-importante de l'art nautique : car c'est dans la naviga- 
tion qu'elles trouvent leurs principales applications. Sans 
entrer ici dans les détails de cette théorie, nous croyons 
utile néanmoins de pi-ésenter quelques considérations it ce 
sujet. 

Nous prendrons, pour plus de simplicité, un corps symé- 
trique de forme et de densité par rappoit à une section ver- 
licale contenant le centre de gravité, et nous su|^oserons 
que les mouvements du corps s'effectuent autour d'axes per- 
pendicnlaii-es à cette section. D'après ces hypothèses le cen- 
tre de gravité du liquide déplacé demeurera constamment 
dans ce plan vertical, pendant les écarts du corps. 

Choisissons le plan de la section pourcelui de la figure. Soit 
SS la ligne de niveau du liquide, .V B la verticale, qui, dans 
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l'état d'équilibre, contient à la fois le centre de gravité G 
du corps, ei le centre H du volume de liquide déplacé; et 
soit B le point où cette ver- 
ticale perce la surface inré- 
rieure du corpa. 
Supposons qu'on vienne à 
' écarter lé corps de son équi- 
libre actuel , de façon à 
ce que la droite A B, con- 
çue comme appartenant au 
corps, et se déplaçant avec 
lui, occupe la position A'B*, 
qui fait un angle quelconque 
avec la précédente. Le point 
G se trouvera porté en G', 
distant de B' comme G l'est 
du point B. Quant au point 
H, il quittera généralement 



/ = 



f'. 
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la ligne A'B', et se trouvera placé à droite ou à gauche, en 
H', par exemple. 

Il s'agit de savoir si les forces qui sollicitent actueltemenl 
le solide, dans la position qu'on vient de lui donner, tendent 
il ramener la ligne A'B', et, par suite, la section du corps et 
ce corps tout entier dans la position primitive de l'équili- 
bre, ou, si elles tendent, au contraire, à renverser de plus 
en plus cette verticale de manière à faire chavirer finale- 
ment le solide, . 

Les forces qui agissent sur le corps sont : 1° son poids P, 
appliqué en G', et tirant de haut en bas ; T le poids du li- 
quide déplacé, appliqué en H', et poussant de bas en hant : 
poids qui est plus grand ou plus petit que l'ancien. Soit, pour 
fixer les idées, P' < P. Le système des deux forces P et P', 
qui sont toutes deux verticales et, par suite, parallèles, équi- 
vaut à- U)ie force égale à leur différence P — P', appliquée 
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aa centre de gravité G', et agissant de haut eu bas; plus un 
couple de forces P', et de bras de levier oblique G'ji, en dé- 
signant par /i la rencoutre de H'K' avec A'B'. La résultante 
P — P' a évidemmenl pour effet d'abaisser le centre de gra- 
vité, c'est-à-dire de faire descendre tout le corps parallèle- 
ment à lui-même, jusqu'à ce que le nouveau volume de li- 
quide déplacé ait pour poids la valeur F ; car, à ce moment, 
P — P' devient nul. Quant au couple, U agira pour, faire 
tourner le corps autour d'un axe perpendiculaire au plan 
de la figure et passant par le centre de gravité ; ce qui chan- 
gera la position actuelle A'B' de l'ancienne verticale AB, 
C'est du sens d'action de ce couple que dépendra la stabilité 
ou l'instabilité de l'équilibre. 

Si les centres de gravité onl la disposition relative que 
nous avons adoptée sur la ligure, il est clair que le couple 
agira pour redresser l'axe A'B' et le remettre dans sa situa- 
tion verticale ; en sorte que l'équilibre tend naturellement à 
se rétablir. C'est le cas de la stabilité. Elle tient, comme on 
Toit, à ce que le point H' est à droite du point G', ou à ce que 
IHutersection j.i de A B' avec la verticale du nouveau centre 
H' tombe au-dessus de G' sur la ligne A'B'. Car, si, pour 
une cause quelconque, le point H s'était trouvé reporté en 
H", à gauche du centre G', ou si )e point jj. était tombé au- 
dessous de G', en fi, il est évident; que le couple agirait pour 
renverser de plus en plus l'axe A' B', et que, par suite, l'équi- 
libre primitif serait éminemment instable. 

Ainsi, la stabilité aura lieu si le point ft est au-dessus de 
G',etrinstabiliié, s'il est au-dessous. Ce point, dont la con- 
sidération est si intéressante dans l'art pautique, et qui est 
déterminé, dans le cas actuel, par l'Intersection de l'axe 
d'équilibre, dans sa nouvelle position, avec la verticale me- 
née par le nouveau centre de gravité du liquide déplacé, a 
reçu des géomètres le nom de métacentre. 

On démontre par le calcul infinitésimal que le Enéiacentru 



n,g,t,7rJl;,G00glc 



ihh LIVBE VI. — COBPS FtDIDES. 

tombe au-dessus du 06011*6 de gravité du corps, dans sa nou- 
velle position, — et qne, par suite, l'équilibre est stable, — 
lorsque le centre de gravité du corps, dans sa position pii- 
mitivc, est situé, sur l'axe vertical, an-dessous Au centre de 
gravité du liquide déplacé. C'est précisément le cas supposé 
dans la figure précédente. La stabilité peut encore être ob- 
tenue, même quand le centre de gravité du corps est au- 
de6su& de celui du liquide, moyennant certaines conditions 
auxquelles doivent satisfïiire ta surface de flottaison , le 
grand axe du corps , — en le supposant symétrique , — le 
volume déplacé, et la distance des centres de gravité du 
corps et du liquide. Mais ces considérations rentrent trop 
dans les traités spéciaux pour que nous devions les présenter 



Pressions dans un flnMe élasllfu» pesant. 

287. — Considérons actuellemeni un fluide élastique , 
soumis à la seule action de la gravité, et contenu dans un 
vase placé sur un support horizontal. 

Si ce vase était ouvert à sa partie supérieure, on sait que 
le gaz, en vertu de la force d'expansion qui lui est propre, se 
disperserait immédiatement dans l'espace. Pour qu'il n'en 
s(Ht pas ainsi, et pour que le fluide occupe réellement un 
volum» limité, il est nécessaire de fermer cette ouverture, 
ou, ce qui revient au même, d'exercer sur la surface exté- 
rieure du gaz une pression précisément égale et coniraire à 
la force élastique qu'il possède en ce même endroit. On 
sait aussi que celte pression se transmet intégralement dans 
toutes les parties du fluide, quelles que puissent être d'ail- 
leurs les forces extérieures qui en sollicitent directement les 
diverses molécules. De là résulte que la pression effective 
en un point quelconque représente l'effet combiné de la pres- 
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8ion superRcielle trausmise et de lu pi-essioti eageadrée par 
les forces extérieures dii'ectes. 

Dans le cas dont il s'agit maintenaot, d'un gaz soumis k 
l'action de la seule pesanteur, il ressort des consîdéi-ations 
précédentes que la pression en un point quelconque repré- 
sente h la fois la pression verticale, qu'on suppose appliquée 
à la surface supérieui e du gaz pour cuuibaiti-c la tendance 
expansive, ajoutée ù celle qui provient des actions directes 
de la gravité sur les molécules fluides. C'est la somme de ces 
deux pressions que fournit la pression observée. 

Nous nous proposons de trouver la formule qui exprime 
lu loi des variations des pressions, et qui, par suite, permet 
de déterminer la valeur de la pression en un point quelcon- 
que. 

Cette formule découle immédiatement de la théorie géné- 
rale pr^ntée au n° 27A, oii l'on a vu que la valeur de la 
pression est fournie par la relation logarithmique 

-^{?— ?.) 
p = p,e , 

en y désignant par i^ la fonction générale des x, y, z, qui a 
pour différentielle exacte Zdx-i-^dj/ -t-Zdz, et par /), la 
pression connue qui a lieu en un certain points,, y,, z,, 
pour lequel la fonction f prend la valeur particulière 9,. 

Prenons pour plan des xy le fond du vase, et pour axe 
des z une verticale au-dessus ' de ce plan ; en sorte que les z 
positifs soient comptés de bas en haut. L'action de la gra- 
vite devra être affectée du signe moint, puisqu'elle est diri- 



' Ueuis l'équilibre drs liquides , nous btods pria l'axe des i nu-deuovt 
du pian tiarizonial. Ici, où il s'agit de gaï, nous prenons cet ate au-deinu. 
De UU dwit sont naturels , puisque, dans l'étude de la plupart des phéno- 
mènes terrestres, nous adoptons, pour plan horlzontiil de coordonnée», le 
plan niêne de l'borlion qui laisse les eaux au-dessous et l'almoâphète au- 
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fée de baul en bas, ou en sens contraire des ordonnées ver- 
^cales. La fouction générale <f deviendra donc égale à — gz. 
Quant à la valeur particulière cf,, elle sera uulle, sinoussup- 
posoDs que la pression connue p, est celle qui a lieu sur le 
plan même des, xg. La formule ci-dessus prendra la forme : 



(1) p=p,e -, 

qu'on peut aussi écrire : 

(2) .= i-l0fD«1..&.. 
On a de même pour la densité : 

(3) p=Çe .00 p=:f,e . 

Les surfaces de niveau du fluide seront toutes des plans ho- 
rizontaux, puisque la fonction uf se réduit à — ^r, et que par 
conséquent une surface de niveau quelconque a pour équa- 
tion z'=C, C étant une constante arbitraire dont les diflë- 
rcnles valeurs corri^spondeut à tous les plans de niveau 
possibles. Si la partie supérieure du vase n'est pas fermée, 
mais que le fluide soit maintenu au moyeu d'un piston sur 
lequel ou exerce, de dehors eu dedans, une pression uni- 
forme, la surface du gaz, adjacente à ce piston, sem néces- 
sairement une surface de iiiveuu, c'est-à-dire un plan hori- 
zontal. 

Les formules ci-dessus, qui fournissent la pression et la 
densité à une hauteur donnée, ou, réciproquement, la hau- 
teur correspondant à une pression donnée, permettent en 
même temps de trouvei' la difi'érence des piessions qui 
existe entre deux niveaux quelconques, ou, réciproque- 
ment, la différence de niveau qui correspond à une diflérence 
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de pression ou de densité. Il sulIDra de retrancher l'une de 
l'autre le» formules relatives à chacun des deux niveaux. 

288. — Ainsi que nous l'avons déjà dit, la quantité p qui 
figure dans les équations précédentes est la pression totale ; 
elle représente en chaque point la pression qui règne à la 
partie supérieure du fluide, accrue des actions de la gravité 
sur toute la hauteur de gaz superposé. Pour déterminer en 
un point quelconque l'accroissement de pression dû à la pe- 
santeur, il suffira de donner successivement à z, dans la for- 
mule (1), les valeurs qui correspondent à la position de ce 
point et à la surface supérieure du fluide ; la différence des 
deux valeurs de p ainsi obtenues représentera l'accroisse- 
ment en question. Cette recherche montre en même temps 
que la pression superficielle du fluide a une valeur détermi- 
née lorsque la hauteur du gaz, c'est-à-dire son volume, est 
assigné a priori; ou que, réciproquement , une pression 
déterminée, exercée sur le fluide, correspond à un certain 
volume de gaz ; résultat évident, d'après la proportionnalité 
entre la pression et la densité dans les fluides élastiques. 

11 est facile de voir que la différence de pression qui existe 
entre deux niveaux est égale ou poids du gaz intercepté. 
En effet , soit z et z' les deux niveaux considérés, p et p' 
les pressions coirespondantes ; on a : 

-f ■ 



d'oi* (II) p~p'=p^ \e — e /. 
D'un autre côté, le poids du gaz superposé à l'unilé de sur- 
face, entre les deux niveaux considérés, a pour vaK-ur / pj^^i 
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p représentant lu densité à une hauteur quelconque, et l'in- 
tégrale étant prise depuis la hauteur z jusqu'à la hauteur z*. 

Or, remplaçons p par sa valeur'^^ '^ ; on a donc à intégrer 

^f e ' ^ dz. Mais l'inlégrale indéfiuic de £ '' dz 

k -^ 
est égale, comme on sait, ù — £ ' L'intégrale déSiiie , 
9 

entre les deux limites sus-indiquées, a donc pour valeur 



* l ? 9 



quantité qui se réduit évidemment à l'expi-essioii déjà trou- 
vée pour p — p'. 

Cette propriété est indiquée à celle que nous avions si- 
gnalée pour les fluides incompressibles (n° 375). 

PretHotii tupporte'et par un corps plongé dant un 
gaz. — I^es raisonnements présentés à l'occasion des liqui- 
des subsistent ici pour montrer que les pressions exercées 
par an fluide élastique sur un corps immergé se réduisent à 
des actions parallèles, égales, pour chaque filet vertical ima- 
giné dans le corps , à la différence des pressions qui ont 
lieu aux deux extrémités de ce filet, ou au poids du volume 
de fluide qu'il occupe. La résultante générale est donc 
une force unique, dirigée de bas en haut, et qui a pour va- 
leur le poids d'un volume de fluide égal au volume du coips. 
On peut également arriver à cette conclusion en imaginant 
qu'une portion quelconque du gaz soit solidifiée et rempla- 
cée par un solide de Torme identique. 

289. — Influence de la température.hsireiMion p=kp, 
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que nous avons admise, suppose que la tempéraiure est 
constante , car ce rapport simple entre la densité et la 
pression d'une certaine masse de fluide élastique ne se vérifie 
que si la température ne change pas. Lorsqu'elle varie, au 
contraire, la pression change, quoique le volume total et par 
suite la densité moyenne de ta masse demeurent les mêmes. 
Pour tenir compte de cette circonstance, il faut remplacer 
la relation j> = Ap par une autre, qui soit fonction de la tem- 
pérature. L'observation directe a montré que sa loi de va- 
riation peut, pour chaque gaz, être représentée assez exac- 
tement par la formule suivante : 

p = Ap(l + ai), 

dans laquelle ^ et et désignent deux quantités cousianles in- 
dépendantes de la température, et t celte température. 
L'équation différentielle des pressions devient 

^^> p A(H-«r)- 

Pour passer de là à l'intégrale, on éprouve une difflcullé 
qu'on n'avait pas eue jusqu'ici, et qui tient à ce que le déno- 
minateur du second membre n'est plus une simple quantité 
constante. En effet, la température variant d'un point à un 
autre, on doit regarder t comme étant, de la manière lapins 
génér.ilc, une certaine fonction de trois coordonnées:r,y,z; 
en sorte que nous sommes obligés d'indiquer seulement l'in- 
tégration du second membre. L'équation des pressions prend 
donc la forme 






(2) p = Ce 

La constante C est d'ailleurs éliminée , comme on l'a déjà 
vu , par la connaissance de la pression p, qui a lieu en un 
certain point. Nous aurons donc : 
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(î) 






Si l'on supposait, par exemple, que la température varie 
proportîoDuellement à la hauteur, l'équation (1) s'intégre- 
rait fort simplement. En effet, si t=Sz, elle devient : 



dp_ 
p 


g <U 


*_. 


9 


rf(H-«6») 


p 


-rfï 


I + OÊZ 



On en déduit ïmmédiaiement : 

en désignant par H la quantité coùstanle C §t Par suite, 

il vient : 

p=p,~^» 

c'est-à-dire que la différence de-pression, entre deux niveaux 
quelconques, est, dans cette hypothèse, proponionrielle à la 
hauteur qui les sépare. 

Mais le plus souvent la températui'e ne varie pas d'une 
manière aussi simple que nous venons de l'imaginer. Ces 
résultats ne sauraient donc convenir. Un artifice qu'on em- 
ploie alors, pour éviter la difficulté d'intégration, consiste à 
supposer qu'entre les detix niveaux considérés la tempéra- 
ture du fluide est constante et égale à la moyenne des tem- 
pératures des deux niveaux. D'après cela, l'équateur (3) peut 
s'écrire, en prenant le niveau inférieur pour plan des dry, 
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290. — Pretiieng dant l'air almotphérique. Nous 
ayons dit plusieurs fois qu'un gaz doit toujours é.lre contenu 
dans un vase fermé de toutes parts , et que sans cette pré- 
caution le fluide, en vertu de sa force élastique, tend indéfi- 
niment à se disperser dans l'espace. Or, l'atmosphère gaeeuse 
qui entoure notre globe ne satisfait point à cette condition ; 
car, si l'espace est limité en dessous par le ((lobe lui-même, 
il he l'est poin^en dessus , où aucune paroi solide ne s'op- 
pose à l'expansion du fluide. Quelques explications semblent 
donc nécessaires. 

L'existence d'une atmosphère limitée, dans un espace qtiï 
Ini-méme est sans limites, serait un phénomène impossible, 
si l'élasticité du fluide n'était pas détruite par certaines cir- 
constances naturelles. Or, à mesure qu'on s'élève au-dessus 
du sol , on constate que la température s'abaisse d'une ma- 
nière continue. D'un autre cAté, la force élastique des fluides 
diminue en même temps que la température, il doit donc 
régner à une certaine hauieur une température telle que la 
couche gazeuse qui s'y trouve soit absolument dépourvue 
d'élasticité , et voisine sans doute de son point de liquéfac- 
tion. Cette coucbe inerte n'est soumise qu'à l'action de la 
gravité et doit, en vertu de sou poids, exercer une pression 
sur les couches faiblement élastiques qui lui sont subordon- 
nées. Celles-ci, à leur tour, s'appuient sur les suivantes, qui 
sont un peu plus élastiques, et ainsi de suite jusqu'à la base 
même de l'atmosphère. En un mot, chaque couche se trouve 
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placée dans une régîou telle que l'élasticité qu'elle y con- 
serve correspond précisëment à la température dont elle y 
jouit et à la pression qu'elle y supporte, de manière que 
cette couche ne peut se disperser dans l'espace en se dila- 
tant vers les régions supérieures : car, ausslldt, sa tempé- 
rature et par suite sa force élastique diminueraient , et elle 
serait refoulée vers le bas par la pression des couches super- 
posées. Tandis que , au contraire , si la température était 
constante dans toute l'étendue de l'atmosphère , les couches 
esU^mes , .douées d'une' élasticité qui ne serait comtMitlue 
par rien, se dilateraient indéfiniment par le haut, et finale- 
ment se disperseraient dans les espaces célestes. La décrois- 
sance des températures était donc nécessaire, dans l'état ac* 
Inel des gaz, pour que la terre pAt conserver autour d'elle 
une atmosphère quelconque. 

Il résulte de ces considérations, rapptpchées de celles 
qui concernent les gaz contenus dans des vases fermés, plu- 
sieurs conséquences importantes que nous examinerons suc- 
cessivement. 

1" La pression exercée par l'atmosphère sur un plan liori- 
zontal quelconque est égale au poids de l'air superposé à ce 
plan. Car, d'une manière générale, cette pression est égale 
au poids, augmenté de la pression supérieure; or, ici cette 
pressiou supérieure se réduit' à zéro , ou plutât elle n'est 
antre que le poids des dernières couches inertes. Donc la 
pression en un point quelconque représente le poids des 
couches élastiques ajouté à celui des couches inertes, c'est- 
à-dire le poids total de l'atmosphère. 

2° La valeur de la pression correspondante à une hau- 
teur 2, comptée à partir de la surface terrestre , est donnée 
par la formule 



(1) p=„ 'i.+i.i.+..)i ^ 

n appelant n la pression exercée sur l'unité de surface, ou 
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le poids total de la coloDne gazeuse située au-dessus du sol, 
f( la température observée dans cette couche voisine du sot, 
et / celle du point considéré. 

Rëciproquemenl, on en déduit la hauteur 4|ui correspond 
à une pression déterminée -, puisqu'on a la relation 

9 V 

Ces résultats s'appliquent ualuretiemeut à des hauteurs me- 
surées entre des plan& horizontauv quelconques. Il suffit de 
faire la différence des valeurs correspondant à chacun des 
deux niveaux considérés. 

3° D'après la théorie des fluides contenus dans des vases 
communiquants, on peut mesurer facilement le poids de 
l'atmosphère à une hauteur quelconque. Les instruments 
qui ont cette mesure pour objei , et qu'on nomme, comme 
on sait, baromètre», consistent esseniiellement en un tube 
à deux branches dans lequel est placé du mercure. L'une des 
branches, préalablement privée d'air, est fermée à son extré- 
mité supérieure ; l'autre branche, au contraire, communique 
librement an dehors. Il est clair que, lorsque l'équilibre est 
établi, la hauteur du mercure dans la branche fermée, prise 
au-dessus du niveau qu'il garde dans l'autre branche, donne 
la mesure exacte du poids de l'atmosphère ; car rien n'em- 
pêche de concevoir cette branche ouverte prolongée jus- 
qu'aux limites supérieures de l'atmosphère. On a alors deux 
fluides, uniquement sollicités par la gravité, et dont les 
poids , au-dessus de l'unité de surface , doivent être égaux , 
puisqu'ils se font équilibre. 

k" Au moyen de la connaissance des poids ou des hauteuri 
barométrique*, directement observées eu divers lieux, on 
peut déduire les diflërenccs de niveau de ces mêmes lieux. 
On se sert pour cela de la formule (3), qui nécessite aussi 
la connaissance des températures. Il est superflu d'ajouter 
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que cette mesure des bauteun par le baromètre, dëduile de 
la formule précitée, n'est pas parfaitement exacte, puisqu'on 
; a fait nue supposition consistant k regarder la tempéra- 
tare comme constante dans toute l'étendue du fluide inter- 
médiaire, et égale à la moyenne des températures observées. 
On y néglige aussi une foule d'autres éléments, tels que la 
présence de la vapeur d'eau , qui font varier la pression et 
l'éloignent plus ou moins de sa valeur théorique. Mais de 
telles considérations rentrent spécialement dans la physique, 
et nous ne devoos pis nous y arrêter. 

fi° Les pressions supportées par un corps plongé dans l'air, 
— ce qui est le cas de tous les corps à notre portée,— se ré- 
duisent k une fbrce verticale, dont la valeur est égale au 
poids du volume d'air déplacé par le corps, et qui est appli- 
quée au centre de gravité de ce volume. Ainsi tous les corps 
SHfaisseni nne perte de poids dont il ftnt tenir coBpte, qattud 
on veut les peser d'une manière rigoureusement exacte. 

6" Toutes les fois que la densité moyenne d'un corps est 
inférieure à celle de l'air, la résultante des pressionR l'em- 
porte sur le poids , el le corps tend à s'élfver. C'est sur ce 
principe que sont fondés les aérostats. Ces appareils consis- 
tent, comme on saii , eu une enveloppe fermée ut remplie 
d'un gaz assez léger pbur que la densité moyenne de l'en- 
semble ft(Ht moindre que celle de l'atmosphère. C'est en vertu 
du même principe que les gas échauffés, et par suite dilatés 
et rendus moins denses, comme ceux de la combustion, 
s'élèvent avec plus ou moins de rapidité et donnent lieu au 
phénomène du tirage ou de l'adage. Dans toutes ces cir- 
constances, la forcp ascensionnelle est constamment repré- 
sentée par le poids du volume d'air déplacé, diminué du 
poids du corps lui-même. 
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291. — Nous considérerons dans ce chapitre des fluides 
en mouvement sous l'action de forces quelconques , et nous 
établirons les équations générales de ce mouvement, au 
point de vue indiqué à la tin du chapitre premier; c'est-à- 
dire que nous chercherons les relations qui permettent de 
résoudre ce problème général : étant connues la nature d'un 
fluide et les forces qui agissent sur lui en un lien déterminé 
de l'espace, trouver la vitesse et la densitti que prendront les 
molécules du fluide en passant par ce lieu, et la pression qui 
s'y établira. 

Ce problème une fois résolu, nous en ferons l'application 
à certaines questions particulières, qui répondent aux cas 
les plus importants du monde extérieur. 

f^nallMis géa^rales dn mauvemenl. 

Prenons trois axes de coordonnées rectangulaires, et con- 
cevons que le fluide, compressible ou élastique, soit décom- 
posé en parallélipipèdee rectangles élémentaires, suivant les 
trois plans coordonnés. 
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SoitM un point quelconque de l'espace, ayant pour coor- 
données X, y, z, et JAabc le parallélipipède élémentaire de 
tluide qui y passe actuel- 
lement. Soit V, u, u> tes 
trois composantes, pa- 
rallèles aux axes , de la 
vitesse de cet élément ; 
X, Y, Z les trois' compo- 
santes de la force exté- 
/rieure, rapportée à l'unité 
de masse , qui le soDicile ; 
fis- B3. p la densité et p la pres- 

sion rapportée à l'unité de surface qui régnent en tons sens 
autour du point M, au moment du passage de l'élément de 
fluide que nous considérons. 

On suppose connues les coordonnées et les forces : il 
s'agit de trouver la vitesse, la densité et la pression. 

Avant de poursuivre, nous ferons quelques remarques sur 
la nature des diverses quantités qui figurent dans le problème. 
1' Les composantes e, u, w, qui se rapportent à la vi- 
tesse qui a lieu, à un certain moment, en un certain point 
fixe de l'espace, dépendent h la fois du temps et des irois 
coordonnées x, y, z. En effet, pour un même instant, lu vi- 
tesse du fluide au passage varie, suivant qu'on prend ce pas- 
sage dans un lieu ou dans un autre : au sein de cette masse 
continue, dont tontes les parties ont leur mouvement propre, 
il est clair que la vitesse ne peut être la même, au même 
moment, en tous les points de la région occupée actuelle- 
ment par l'ensemble du fluide. D'un autre côté, si l'on s'ar- 
rête à un même endroit fixe, et qu'on y envisage la vitesse 
avec laquelle y passent successivement les diverses molé- 
cules, il n'est pas moins évident qu'où y observera une vi- 
tesse différente, selon le temps écoulé depuis l'ori^ne du 
mouvement. Donc, quand on considère les changements 
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qu'amènent à la fois l'espace parcouru et le temps dans la 
vitesse d'une même molécule, c'est-à-dire quand on considère 
les variations de vitesse que subit cette molécule en passant 
elTectivement d'un point de l'espace â un autre, il faut re- 
garder les quantités v, u, w comme fonction des quatre va- 
riables simultanées /, x, y et z, et comme se ressentant 
par conséquent des variations de chacdne d'elles. 

S" La densité p et la pression p sont, pour la même raison, 
fonction également de ces quatre variables. 

3° Les forces X , Y, Z sont en général aussi fonction du 
temps et des coordonnées du point fixe considéré : car on 
peut admettre, d'une part, que les forces varient d'un mo- 
ment à l'antre pour le même lieu, et, d'autre part, que celles 
qui s'exercent en un lieu de l'espace n'ont pas les mêmes 
valeurs que celles des autres lieux. Nous savons seulement 
que, dans la plupart des cas, on peut les regarder comme 
ne dépendant que des coordonnées, puisque généralement 
les actions naturelles ne varient pas avec le temps. — Nous 
ferons remarquer que X, Y, Z représentent les composantes 
des forces rapportées k l'unité de masse. Par conséquent, 
•les forces motrices de l'élément Mahc auront pour expres- 
sion Xdm, \dm, Zdm; et, comme dm est égal à pdxdydz, 
elles auront pour valeurs pXdxdydz , pYdxdydz, 
fZdxdydz. 

Cela posé, nous établirons les équations du mouvement 
en employant la méthode exposée dans la mécanique géné- 
rale, c'est-à-dire en exprimant que 1% somme des compo- 
santes, suivant chacun des axes, de toutes les forces qui 
sollicitent l'élément lAabc est égale d la masse de cet élé- 
ment, multipliée par l'accélératitm de la projection de la vî- 
tewe sur le même aie. 
Occupons-nous d'abord de l'axe des x. 
Les forces, estimées suivant cetle direclioii, sont les sui- 
vantes : 

II. IT 
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J* La force extérieure Xdm ou pXdxdydz. 

2* La {>ressiôn exercée par le fluide environnant sur la 
jbce Mbgc du parai lëlipipède Mabe : cette force agît de de- 
hors en dedans, et, par suite, est positive. Puisqu'on a re- 
présenté par p la pression rapportée à l'unité de surrace, la 
force d'outil s'agita pour valeur ^(^^c^z. 

3° La pression exercée par le fluide environnant sur la 
tace opposée adefi elle agit de dehors en dedans, et, par 
suite, est négative. Cette force, d'après ce qu'on a expliqué 

au n' 270, sera représentée par — {p+ 'f' *^ \dyds. 

Pour avoir l'accélération de la vitesse d, accélératioo qu'on 

écrit en général -j^, il ne fa« pas perdre de vue que cette 

vitesse V est fonction à la fois des quatre variables t, x, y, x; 
et que, lorsque l'élément mobile passe de sa position ac- 
tuelle à la position voisine, la vitesse varie, non-seulement 
parce que te temps a varié, mais aussi pai'ce que les coor- 
données de cette position effective ont varié avec lui; or 
on vient de voir que la vitesse du fluide en chaque point 
de l'espace dépend des coordonnées de ce point. Donc l'ex- 

pession générale -n de l'accélération correspond à une dif- 

férentiaUon de v, prise, non-seulement par rapport au temps 
considéré comme variable indépendante, mais encore par 
rapport à ir, y, z considérées, non plus comme les coordon- 
nées constantes d'un' point fixe, mais comme les coordon- 
nées d'une position qui change avec le temps, et, par suite, 
comme des fonctions implicites du temps. Par conséquent, la 

véritable expression de l'accélération -tt est, d'après les rè- 
gles connues de l'analyse : 

éo dv dx dv dy dv ^dz 
Tt'^ dx'dt'^ dy' dt~^ dz dt' 
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Or -TTr oà x est l'abscisse de la position mobile avec le 

temps, pendant le déplacement effectif de l'élément Mabc, 
n'est autre diose que la mesure de sa vitesse actuelle v sui- 
vant rasccles;E; de même -X et -j- ne sont autres respec- 
tivement que « et w. Finalement donc l'expression de l'ac- 
célération est celle-ci : 



Dès lors l'équation du mouvement, relative à l'axe des x, 
s'^rît sans diflicDllé : 



pXdxdydz + pdi/dz—ip + J-i 
iv , dv , 



fdxdydz 



-^^^^,^^ 



£a supprimant +p et —p, qui se détruisent, et effaçant 
le Tacteur commun dxdydz, cette relation prend uns forme 
plus simple, qu'on est dans l'usage de présenter ainsi : 

'^ — X — — — ^ — ''-— — 

pdx dt dx dy dz' 

Nous pouvons raisonner de la même manière par rapport 
à cfaacan des .deux autres axes : nous obtiendrons deux nou- 
velles relations analogues, où la pression qui figurera sera 
la même que précédemment, puisque, en vertu de la loi de 
transmission, cette pression est constante dans ions les sens 
autour du point M. Les (rois équations différentielles du 
mouvement seront donc les suivantes : 
Ï7, 
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393. — Les relations que nous venons d'obtenir ne résol- 
vent pas entièrement le problème. En effet, nous iivons cinq 
inconnues, savoir r, u, ir, p et p, qui doivent toutes étr« 
exprimées en fonction du temps et des coordonnées ; et, pour 
y raii% face, nous n'avons que tixtis équations entre ces quan- 
tités. Mais, pour peu qu'on y réfléchisse, on ne tardei'a pas 
à s'apercevoir que cette indétermination tient uniquement à 
ce que nous n'avons pas exprimé, dans le calcul, toutes les 
conditions de la question. En effet, nous avons bien écrit 
que la pression est la même dans tous les sens autour du 
pcnnt M, ce qui est le propre des fluides^ nous avons bien 
écrit aussi que le mouvement a lieu en vertu des forces di- 
rectes et des expressions exercées par le milieu environnant; 
mais nous n'avons nullement exprimé que la succession des 
éléments mobiles forme une masse fluide continue, ou que 
ces éléments ne se séparent pas les uns des autres pen- 
dant toute la durée du mouvement. C'est là évidemment une 
paiticularité imporunie que nous avons tacitement en vue 
quand nous parlons de l'écoulement d'un fluide, et de la- 
quelle il est indispensable de tenir compte quand nous vou- 
lons établir les relations mathématiques qui concernent ce 
système matériel spécial. 

Nou» y parviendrons d'une manière fort simple. 
I Supposons d'abord que la densité du fluide au point fixe 
ne varie pas pendant que les molécules s'y succèdent en 
vertu du mouvement général. Pour exprimer cette circons- 
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tance, U suffira d'écrire que le petit parallélipîpède que nous 
avons tracé dans l'espace, et par lequel viennent passer à 
leur tour les divei'ses parties du fluide, contient toujours la 
même quautitii de matière; et que, par conséquent, les trois 
faces qui se trouvent à l'encoutre du courant livi-ent pas- 
sage à autaut de matière exactement qu'il en sort par les 
trois faces opposées. Muîs, si maintenant, pour plus de gé- 
néralité, nous venons si supposer que la densité se modiAe 
sans cesse en ce même point fixe, qu'elle augmente, par 
exemple, la condition de continuité deviendra plus complexe 
dans sa forme, et, pour l'expr imer dès lors convenablement, 
il fondra établir que l'accroissement de matière qui, par 
suite de l'accroissement de densité, se ti-ouve retenu dans le 
petit parallélipipède dont nous parlons, pendant un instaut 
quelconque, est exactement égal à l'excès de la quantité de 
fluide entrée par les trois faces sur la quantité de fluide qui 
est soitiedans le même instant par les trois autres. C'est cette 
condition générale que nous allons exprimer : elle contien- 
dra la première comme cas particulier. 

H est clair que le gain fUit par le parallélipipède pendant 
le temps dt est repi'csenté par son volume dxdydx, multi- 
plié par l'accroissement dedensiié, et que cet accroissement 
n'est autre chose que la différentielle de p, prise par rapport 
à t seulement, et en y regardant x, y, z, comme constantes, 
puisque nous envisageons le passage à travers un volume 
fixe dans l'espace. Le gain en question a donc pour valeur -: 

dxdyiiz. ^^dt. 

D'un autre c6té, la masse de fluide entrée par la face Mhge 
est exprimée par la densité et par l'espace paicouni : elle est 
donc 

dydz . l> . vdt . 
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Pareillement les niasses entrées par les deux autres faces 
Mafc et Madh ont respectivement pour valeurs : 

tùaiz. p. udt, dxdy. p. wdt. 

Reste à évaluer la masse sortie par les faces opposées. 
Prenons, par exemple, la face adef, symétrique de Mbgc^ 
La sortie se fait en même temps que l'entrée : le fluide y a 
donc une densité et une vitesse dont les variations dépendent 
unîquemeDt de x, et nullement de / : quant ky elz, elles sont 
les mêmes pour les deux faces. Cette densité et cette vi- 
tesse à la sortie sont donc respectivement représentées par 

f+ -r-dr6tv+ -r- dx. La masse sortie par la f^ce adef 

aura ainsi pour valeur : 

Mous verrioas que les masses sorties par les deux aatres 
faces sont exprimées par 

dxdzii^-\~ -^dy\dtf drrfy Ipro +-4- dz\dt. 

Formons maintenant l'excès du fluide entré sur le fluide 
sorti, et égalons-le au fluide gagné : ou aura, après des sim- 
plifications évidentes, la i-elation 

(21 rfp ■ d.çv d.pu d.çm 

Cette équation est nommée avec raison équation de eonti- 
ntiitd : elle exprime eu eSet, d'après la manière même dont 
OD l'a établie, que les parties fluides se suivent sans se dis- 
joindre. Car ce que nous avons dit pour un point particD)i«r 
peut se dire également pour tout autre point où l'on envisa- 
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géra le passage du fluide à travers le parallélipiftède tracé 
en ce point. L'équation (2) sera nécessairemeui satisfaite 
par ces nouvelles valeurs de p, v,u eiw en Tonction de * et 
de«, y, z. £d sorte que c'est bien dans la niasse tout entière 
du 0uide que la continuité est supposée exister, en vertu de 
la relation ci-dessus. 

393. — Nous n'avons jusqu'à présent que quatie équa- 
tions tandis que, selon notre première remarque, le nombre 
des inconnues s'élève à cinq. C'est qu'il nous reste encore 
une condition ù exprimer par le calcul. Nous avons, en effet, 
introduit dans nos relations la densité p ; mais nous n'avons 
pas fait mention de la nature du fluide auquel on a spéciale- 
ment, affaire; — circonstance qui influe évidemment sur la 
loi des variations de p. Cette loi n'est pas la même, selOQ 
qu'on a, par exemple, un liquide ou un gaz homogènes. Or, 
pour que le problème soit complètement déterminé dau^ 
chaque cas, il faut qu'on sache s'il s'agit d'un liquide ou d'un 
gaz, et si ces fluides sont homogènes ou hétérogènes, etc. 
De ià une relation nouvelle qui complétera le nombre d'équa- 
^ons nécessaires. 

1" Fluide incompreësihle et homogène. — Dans ce cas, 
la densité est constante, et ne peut dépendre ni du temps ni 
de la position du point. Donc p = const. est la dernière rela- 
tion demandée, ou plutAt il n'y a plus que quatre inconnues, 
V, u, w eip, ainsi que quatre équations, savoir (1) et (2). 

Il est à remarquer que l'équation de continuité (2) subit 
uue simplificaiioD notable par suite de la constance de p. 
Elle devient, en effet, 

la (_■ \ dv du , drv 
<'*"' S + 3-j + S=°- 

Pour en avoir la signification, il faut se reporter aux trois 
derniers termes de l'équation (2) primitive, d'où file dérive. 
Ces trois termes représentent l'excès du fluide entré dans le 
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petit parallélipîpèdc sur le fluide sorti : donc, on exprime 
que cet excès est nul, et, comme la densité est constante, 
cela revient h dire que le volume ù l'entrée est égal au vo- 
lume à la sortie, ou que le volumi! d'une partie quelconque 
(le Ruide ne change pas pendant qu'elle se déplace d'un point 
à un autre. Telle est, en effet, la signification de l'équadon 
(2 bis), qu'on peut appeler équation d'incompreitihUité. 
2" Fluide incomprettible et hétérogène. — L'hétéro- 
généité du fluide a pour i-ésultat que les parties qui passent 
successivement par le même lieu, ou celles qu'on observe 
au même moment dans des régions différentes, n'ont pas la 
même densité : en sorte que p varie avec /, x^ y et z, comme 
on l'a supposé dans le cas le plus général. Mais ici l'incom- 
pressibilité admise introduit une circonstance particulière : 
c'est que le volume d'une partie quelconque de fluide ne va- 
riera pas pendant toute la suite du mouvement de cette 
même partie. Eu sorte que l'équation (2) qui exprime la pre- 
mière condition, qui est l'héiérogénéité, et l'équation (2 bit), 
qui exprime l'incompressibilité, doivent exister simuluné- 
ment. L'équation (2) est d'ailleurs simplifiée, en tenant 
compte de l'équation (2 bii). On a ainsi, pour le cas actuel, 
les deux relations suivantes : 

,n 1- \ dv _ du _ div 

^ ' di dx dy dz 

el ce groupe, réuni aux trois équations (1), permet désor- 
mais de trouver les cinq inconnues. 

3° Fluide élattique. — On sait que la densité satisfait 
alors ik une nouvelle i-elation 

(2) p = ftp. 
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Cette équation, combinée avecIeséquation8(l) et l'équation 
(2), permettra encore de déterminer les cinq inconnues. 

Ainsi nous voyons que , dans tons les cas , on obtient ua 
nombre d'équations exactement égal à celui des inconnues. 
Il ne restera plus qu'à effectuer les intégrations pour résou- 
dre le problème. Généralement cette opération surpassera 
toutes nos ressources mathématiques , mais il n'en est pas 
moins ti'ès-intéressant d'avoir pu ramener la question méca- 
nique à une pure question de calcul. 

294. — L'intégration, quand ou pourra l'efTeciuer, intro- 
duira dans les équations ceriaines constantes et anssi cer- 
taines fondions arbitraires qu'on déterminera, comme on le 
fait ordinairement, en tenant compte des circonstances con- 
nues du mouvement à un instant et à un point assignés d'a- 
vance, ainsi que des conditions auxquelles le fluide peut se 
trouver assujetti, tdles que de s'appuyer contre une ou plu- 
sieurs parais fixes , ou de supporter une certaine pression 
sur une surface libre, etc. , etc. En un mut, il faudra chaque 
fois rechercher quelles sont les particularités, connues a 
priori, qui peuvent fixer la valeui- de ces quantités auxi- 
liaires introduitts par le calcul. 

Lorsqu'on veut tenir c(m)ple de ce que le fluide appuie sur 
une surface, on admet que les molécules, qui, à une époque 
quelconque, se trouvent en contact avec cette suifîice, ne 
l'abandonnent pas dans toute la suite du mouvement, c'est- 
à-dire se meuvent sur cette surface même. 

Pour exprimer, par exemple , que le fluide glisse contre 
une paroi fixe, il faudra écrire que le déplacement des mo- 
lécules qui touchent la paroi à un certain moment sera tout 
entier contenu dans cette paroi , ou que les coordonnées x, 
X, y, z Qtx + dx, y + dy, z + dz, de deux points voisins 
de la suifacc satisfont à la condition d'être des positions suc- 
cessives d'une molécule qui ge meut avec la vitesse v, u, w. 
Si donc 
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efi l'éqBation de la surfM^ fiiie , il fiiudra que les eooràaa- 
nieat+ds,y -i- dy, s +dz, qui sODt supposées satisfaire à 
cette équation, y satisfassent encore quand on y remplac^a 
(jiv, dy, dz respectivement par vdt, udt, wdt, ce qui four- 
nira la relation 



H 



^'l^A^ 



Si la paroi est mobile elle-même, son équation sera fonc- 
tion du temps aussi bien que des coordonnées : elle sera de 
la forme 

Il lîiudra , comme précédemment , qu'on puisse , dans sa 
d)(rérentielle, remplacer dx, dy, dz par vdt, udt, wdt. Le 
sent changement qu'apporte la mobilité supposée de la pa- 
roi, c'est qne la différentielle totale contiendra un terme de 

plus, -f. • La relation (m) deviendra : 

En dernier lieu si nous voulons exprimer que la surface 
libre du fluide supporte une certaine pression déterminée n, 
constante ou variable, nous admettrons que les molécules 
appartenant à la surface libre coniiuueut à y demeurer par 
la suite, — ce qui revient à négliger les particularités telles 
que les tourbillonnements, les intumescences du fluide, etc., 
qui ont pour résultat de faire passer les points matériels 
alternativement de la surface à l'intérieur. Dans l'bypothèse 
ou nous nous plaçons , nous devons exprimer que les molé- 
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cotes glisseot, sans s'en détacher, le long d'noe surfact: 
idéale mobile dont l'équatiob e&lp=it, ou 

p — Tt=o. 

Il faudra donc, dans la relation («), remplacer /par p — tt. 
Si , pour plus de simplicité , il s'agit d'une pression ir uni- 
forme et constante, la relation (n) deviendra 

^^' dt dx ' dy dz 

Nous n'insisterons pas davantage sur ces considérations 
qni font suffisamment ressortir de quelle manière on tient 
compte des panicularités de la question pour déterminer les 
constantes et les fonctions arbitraires introduites par les 
intégrations. 

295. — Remarque tur let équaliont généralet. Au 
moyen de ces trois équations, complétées suivant les cas par 
celles d u n" 293 , on résoud toujours le problème , c'est-à- 
dire qu'on exprime », w, w, p et ;> en fonction de / et de x, 
y, z. Sî l'on considère ces trois dernières quantités comme 
des variables indépendantes, elles désignent les coordonnées 
d'un certain point fixe de l'espace; par suite, les valeurs 
obtenues pour la vitesse , la densité et la pression font con- 
naître ce qui a lieu en ce point déterminé, pendani toute la 
SDCcession du lluide en ce même point. Tel est effectivement 
l'ordre d'idées dans lequel nous avons raisonné en résolvant 
le problème. Mais rien u'empécbe d'attacher à ces variables 
x,y,z une autm signification, et de les regarder comme 
des fonctions implicites du temps : elles désignent ainsi les 
coordonnées d'une certaine molécule du fluide, dont la posi- 
tion, éminemment variable, coïncide actuellement avec le 
point fixe que nous considérions tout à l'heure. £n d'autres 
termes x, y, z sont à-chaque instant les coordonnées d'une 
certaine molécule dans la suite de son mouvement effectif. 
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Ces coordonnées se trouvent alors liées k la vitesse par les 
trois ét|uaiions fondamentales connues : 

dx dv dw 

tt^-T-. (i = -r-. x^—^. 



(5) 



r,-+- / vdt, y^yj+ / udt, zï=îj+ / wk 



'ti ïdi 'a désignant la position initiiile de la molécule con- 
sidérée, et X, y, 2, sa position effective au bout du temps /. 
Puisque, au moyen des équations (1) et (â) des ii°* 391 et 393, 
nous avons trouvé v, u et leen Tonction de x, y, z et t, il nous 
est Tacile de substituer ces valeurs dans les relations (3), et 
alors nous obtiendrons chacune des trois quantités x, y, z 
en Tunction du temps seulement. Ainsi nous ('onn;iIiroDS la 
position d'une molécule, choisie a priori, au bout d'un 
temps quelconque, et subsidtairement nous évaluei-ons la 
pression el la densité qui régnent autour d'elle dans sa po- 
sition actuelle. 

Cette remarque, qui u'a aucun intérêt réel en ce sens 
qu'on n'est jamais conduit, dans la pratique, à s'occuper 
d'une molécule spéciale et à la suivre dans toutes ses (têri- 
péties, est seulement destinée à montrer l'identité de nos 
recherciies sur les fluides avec celles de la mécanique géné- 
rale, et par suite à justifier l'observation par laquelle nous 
terminions le chapitre premier du présent livre. 

296. — Autre remarque, tur la tubordituition de Vhy- 
drotlalique à ^hydrodynamique. Nous avons égale- 
ment fait observer, au même endroit de notre ouvrage, que 
l'hydroilynamique est absolument indépendante de l'hydros- 
tatique, et que, si dans l'urdre de l'exposition on fuit passer 
celle-ci avant celle-là, c'est uniquement comme méthode 
didactique , afin de mieux familiariSL'r l'esprit avec l'usnge 
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(le lu lui de tninsmi^sioa. Eiïectivement il u*est pas difficile de 
voii', ' Il exurninant le» pages précédentes, que le& lois du mou- 
vement des fluides ne s'appuyeut en aucune façon sur celles 
de l'équilibre. Je dis en outre que ces dernières peuvent être 
déduites très-simplement des autres. Car, si nous reprenons 
les équations (1) ci-dessus, et que nous supposions que le 
fluide est en repos , il en résulte immédiatement que toutes 
les dérivées de la vitesse, par rapport au temps ou par rap- 
port aux coordonnée:! , sont nulles ; et en conséquence on 
retrouve les relations connues de l'équilibre : 

On voit même que ces relations n'ont pas besoin du repos 
ponr exister, mais qu'il suffit que la vitesse du fluide soit 
uniforme à la fois dans le temps et dans ^espace : tel serait, 
par exemple , un liquide qui , soumis à des pressions quel- 
conques, s'écoulerait unifonnémeut à travers un tuyau de 
section constante. 



EcMilcaiCBt perauBMil 4*m ■■Mes. 

297. — On dit qu'nn fluide a atteint un régime permanent 
d'écoulement lorsque te mouvement des particules qui pas- 
sent sitccRSsivement par un même point fixe de l'espace 
demeure identique à lui-même. Ainsi les cinq quantités v, 
u,w, p et^ sont supposées constantes pour un même point, 
mais peuvent différer d'un point à un autre. Il faut regar- 
der chacune d'elles comme étant fonction seulement des 
trois coordonnées x, y, s, et comme ne renfennant plus la 
quatrième variable /. La nature nous offre un grand nombre 
d'exemples de permanence, siuon absolue, du moins assez 
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voisine de la rigueur mathématique pour qu'on n'ait pas à se 
préoccuper des écarts qui s'y produisent. Le régime d'une 
rivière n'est jamais rigoureusement pei'manent, et l'on con- 
çoit au contraire que, d';iprès la multitude de causes, indé- 
pendantes l'une de l'autre, qui coopèrent au mouvement, il 
est impossible que l'étal des choses, en un point quelconque, 
ne subisse pas de mottitications d'un instant à l'autre : et 
même, quand la durée observée est suffisamment longue, de 
[ilnsieurs jours en temps ordinaire , et de quelques heures 
dans les périodes de débordements, le régime varie d'une 
manière très-considérable. Mais il n'en est pas moins vrai 
qu'en bornant ses déductions à des durées assex courtes le 
régime nous- apparaît comme tout à fait permanent, surtout 
dans les époques de calme. Pareillement, quand on envisage 
l'écoulement, par un oriAce, d'un liquide contenu dans un 
vase oii l'on entretient le niveau constant, le mouvement de 
la velue fluide atteint bientôt un état de permanence où il 
serait difficile de saisir la moindre variation. Ces exemples, 
pris au hasard, montrent assez que les écoulements de fluide 
qu'on peut considérer comme permanents se rencontrent 
très-A^uemnent dans la nature. On peut même dire que ce 
sont ceux qui offrent le plue dlntérét. 

L'hypothèse de la permanence introduit une simplification 
notable dans les équations générales (1) que nous avons 
trouvées ci-dessus. En effet, le second terme du second 
membre disparaît, puisque les différentielles des inconnues, 
par rapport au temps, sont toutes nulles. Mais c'est surtout 
dans le cours des calculs que l'importance de cette simplifi- 
cation est appréciable. Quand la question particulière qu'on 
étudie ne comporte, je suppose, que deux variables indé- 
pendantes, une coordonnée et le temps, on est immédiate- 
ment ramené ii n'avoir plus qu'une seule nature de différen- 
tielles, ce qui est d'un immense avantage pour les intégra- 
tions. 



n,g,t,7rJM,GOOg(c 



BTDBODÏNAMIQCE. 271 

Dans les cas de permaneDce que nous allons examiner, 
nous supposerons que les forces motrices du fluide se rédui- 
sent à la seule action de )a gravité, et à des pressions con- 
stantes exercées sur les surfaces libres. 

Nous laisserons de côté les écoulements variables, parce 
qne les diflicultés de calcul sont toujours très-grandeâ, et 
que les résultats appartiennent aux traités spéciaux. 

398. — Éeonlenent perBianeDl d'un liquide homo- 
gène par an oiiBce. Soît nn vase quelconque 6£cC, 
^ rempli de liquide jusqu'à 

un certain niveau BC. A la 
partie inférieure est prati- 
qué un orifice par lequel le 
liquide s'échappe. 

On suppose que le fluide 
est contintfellement rem- 
placé par le haut , de sorte 
que le niveau BC ne change 
pas pendant toute la durée 
'* "*■ de l'écoulemeni. 

Les seules forces motrices sont la pesanteur et les pres- 
sions constantes exercées de dehors en dedans sur BC 
etbc. 

Dans ces conditions, le régime du fluide est permanent, et 
il s'agit de trouver les inconnues habituelles v, », w, p etp, 
c'est-à-dire de déterminer quelles sont en un point quelcon- 
que la vitesse, la densité et la pression. 

Je remarque tout d'abord que nous n'avons pas à nous 
occuper de la densité, puisque, le liquiile étant homogène, 
cette densité est égale à une constante connue. Restent 
donc seulement v, u, w, et p. 

Quelque simple que ce problème paraisse, il n'a pu être 
résolu qu'au moyen d'une hypothèse particulière , cou- 
nne sons le nom d'hypothèse du paralléUime det tran- 
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ehe», dae à Daniel Bernouilli. Elle con&iste à admetJre que, 
pendant le mouvement général de descente de la masse, les 
tranches borîzonlales trèB-minces, dans lesquelles on peut 
concevoir le liqnide décomposé, se remplacent successive- 
ment, de telle sorte que, si l'on imagine denx tranches d'égal 
volume, à des hauteurs quelconques, la plus élevée devra, à 
nn certain moment, occuper exactement la place de la plus 
basse, et, pendant cette descente, elle aura coDservé toutes 
les mêmes molécules qui la constituent à l'origine du mou- 
vement, sans les échanger eu route avec celles des tranches 
voisines. Cela revient à admettre que les vitesses hoiizonta- 
les sont nulles, et que les points du fluide se meuvent seule- 
ment dans le sens vertical. 

Cette supposîlioD, qui semble assez naturelle lorsque le 
vase a ses parois verticales et offre par conséquent une 
section constai^te sur toute la hauteur, ne peut évidemment 
être vraie lorsque la section varie. Car il faut bien, de toute 
nécessité, pour qu'une tranche en remplace nue autre, plus 
lai^e ou plus étroite, que certaines des molécules situées 
sur un même plan horizontal se détachent obliquement pour 
aller se placer un p^u au-dessus ou im peu au-dessous ; de 
telle sorte que la nouvelle hauteur de la tranche s'établisse 
en raison inverse de la surface de la section. Mais ces mou- 
vements obliques paraissent être assez petits, au moins quand 
le mouvement général n'est pas i-apjde et que ta section du 
vase ne varie pas brusquement, pour qu'on puisse, à bon 
droit, négliger les composantes borizontales des vitesses. 

Grâce à cette supposition, le problème se trouve grande- 
ment simplifié, puisque v et m sont nuls, et qu'il ne reste 
plus que les deux inconnues» eip. 

Pour les déterminer, recourons aux équations (1). 

Les composantes X et Y de la force motrice sont nulles : 
ï = g. (Nous laissons Z positif, parce que nous supposons 
que l'axe vertical des z soit mené de haut en bas.) 
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Les deux premières des équations (1) disparaissent, « lu 
troisième se réduit h 

idp dw 

prfz ' oz ' 

dans cette équation, p repi-ésenle ia valeur constante de la 
densité du liquide ; z l'ordonnée verticale d'une tranche tao- 
i-izoniale infiniment mince MN M'N', arbitrairement choiùe 
dans le fluide ; w la vitesse verticale de celle tranche, c'est - 
à-dire la vitesse de descente que prennent successivement 
toutes les parties du fluide en traversant le plan fixe M N ; et 
p la pression, rapportée à l'unité de surface, qui règne dans 
la susdite tranche. 

Intégrons cette équation par rapport à z,- seule variable 
indépendante; il vient, en remarquant que y>drv = d\K'' : 

(2) p:=pgz— ; pro' + const . 

La valeur de cette constante, introduite par l'inlégralion, se 
détennine, comme on sait, d'après les panicularilés connues 
du mouvement. Ici, il Taut qu'à la surraœ libre B C, c'est-à-dire 
pour £ = o, la pression p soit précisément égale à la pres- 
sion superficielle donnée, que je désignerai par tt; il fout 
aussi que lo représente la vitesse de descente en ce même 
niveau BC, vitesse qui, d'api'ès la continuité du fiuide, est 
égale à w multipliée par le rapport inverse des sections BC 
et MN ; de sorte que si A et a désignent ces deux sections, 

la vitesse dont II s'agit sera représentée par w-r. Par consé- 
quent, la valeur de la constante se trouvera déterminée par 
la relation 



= — ipjp'p+o 
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d'où const. =! ■K-i-ipn^-T-:. 
' A 

Substituons dans l'éi|ualîon (2) ; celle-ci deviendra : 

(3) p=ïr+pyz— iptr'^l — J,j. 

Telle est la relation qai existe entre Ja pressioa et la vitesse, 
pour une hauteur quelconque z. 

Noua n'avons pas encore tenu compte de la pression exté- 
rieure de dehors en dedans sur l'oriBce bc, pression qui fait 
partie de l'ensemble des forces motrices du liquide, et que 
je désignerai par m'. Pour inirodnire cette donnée, il suffit 
d'appliquer la relaiion (3) h l'orifice lui-même. On a alors 

(ù) «'=n+pyA_ipV'(l-^'); 

h représente la hauteur du liquide au-dessus de l'orifice, a 
la surfîtes de cet orifice, et V la vitesse correspondante du 
fluide, vitesse qui est précisément la vitesse de sortie. 
De là, on déduit : 



■vh/^^' 



Cette vitesse à l'orifice étant ainsi déterminée, on obtient 
aisément celle qui règne dans une tranche quelconque, 
laquelle est égale à V multipliée par le rapport inverse 
des sections. Dans la plupart des cas pratiques, les pressions 
superficielles exercées sur BC et bv se réduisent à la pres- 
sion atmosphérique. La difl'érence entre les deux est égale 
au pMds d'une colonne d'air, de même hauteur que le li- 
quide. Ce poids est négligeable en présence de celui du li- 
quide liù-méme, en sorte que i^ — tt est supprimé dans la 
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valeur ci-dessas. On a alors simplemeot pour la vitessa à 
l'orifice 



{ni y= 1 ; V/2^; 



et pour la vitesse à une section quelconque, de surface a, 

(7) n,=^._*^l/2iiÂ. 

La grandeur de la pression p, en une section du li({uide, 
peut maintenant être déterminée; il suffit de remplacer «f 
par sa valeur dans la relation (3). On obtient alors, après 
les réductions de calcul r 

1 1 
(8) p = Tt + p?z— psA -^ ^. 

Dans l'état d'équilibre, cette pression serait n -|- p^^ ; donc, 
dans i'état de mouvement, elle est diminuée ou augmentée 
d'une quantité dont le signe et la grandeur dépendent de4 
rapports entre a, A et a. Cette valeur générale de U 
pression se vérifie immédiatement pour l'orifice lui-méaie,' 
puisqu'on a alors z = k, a.= a; par suite le multiplicateur 
fractionnaire du dernier terme devient l'unité, et p est égal 
à n ; ce qui est justement l'faypothèse. 
399. — Si l'on suppose que l'orifice a esX trèa-petit par 

rapport à la surface supérieiTre A, on pourra négliger-^ 
dans les formule» ; ainsi que -r- devant -. 
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Lies relations (6), (7) et (8) se simplifient, et se changeet 
dans les suivantes : . 

{ebù) y = i/ïgh, (1 bù) re^-V'ïfk 
(8 bis) p=Tt+^gz—pgha' ^— , — ^j . 

La premî«« nous montre que la vUasse des molécules 
fluides à la sortie est égale à celle qu'elles acquerraient si 
elles tombaient librement d^ins le vide d'une hanteur préci- 
sément égale il celle dn Itqotde au-dessus de l'orifice. C'est ce 
que véHfie l'expérience ; car, si on adapte à l'orifice un Itiyau, 
et qu'on le recourïw de manière à ce que les molécules en 
sortent avec des vitesses verticales, de bas en haut, on ob- 
serve que la veine fluide remonte sensiblement au niveau de 
lu Surface libre du vase. 

La seconde formule fait voir que la vitesse, à une section 
quelconque, est indépendante de sa profondeur dans le li- 
quide, et ne dépend que de la surface de cette section, ce qui 
résulte d'ailleurs immédiatement du principe déjù invoqué 
de la continuité du fluide. D'après cela, la vitesse est la 
même pour toutes les sections égales ; et, si le vase était un 
cylindre vertical, percé à sa base inférieure, la masse tout 
entière dn fluide descendrait avec une vitesse égale eu tous 
les points. Cette vitesse w est d'aillenrs, quelle que soit la 
fume du vase, toujours moindre que la vitesse de sortie ; 
car, pour qu'il en fût autrement, il faudrait que la section 
coBsidérée fïit plus petite que l'orifice lui-même. Mais alors 
ce serait, it proprement parler, cette section qui serait l'ori- 
fice de la portion du vase situé au-dessus. 

Enfin, la troisième expres^on nous apprend que H pres- 
^on statistique te + ^gz est toujours diminuée ou augmentée, 

dans le mouvementfSuivant le si^ne du multiplicateur -j — tî) 
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c'est-à-^ii'e suivant que a est plus peiit ou plus grand que A. 
Ainsi , lu où le vase se rétrécit de haut eu bas, la pression 
flst diminuée ; là où il s'élargit, elle est augmentée. Pour lot» 
les points où la section est égale ù la surface libre, la pres- 
sion reste la même que dans l'état d'équilibre. Si le vase 
est à parois verticales , la pression , nn peu au-dessus de 
l'orifice , ainsi que sur toute la hauteur, est précisément 
celle qui s'établirait dans le fluide en repos. 

Jusqu'ici, nous avons supposé l'orifice percé dans le fond 
horizontal du vase. S'il était' pratiqué dans une paroi laié> 
raie, l'hypothèse du parallélisme des tranches, sans être 
aussi rigoureuse, est néanmoins assez voisine de la vérité 
pour qu'on continue à s'en servir utilement. Nous admet- 
Irons donc que les résultais précédents conviennent à tOHtes 
sortes d'orifices, pourvu qu'ils soient suffisamment peUls par 
rapport à la surface libre du liquide dans le vase. 

SOO. — Les recherches auxquelles nous venons de nous 
livrer permettent de résoudre un problème accessoire, qui 
n'est pas le moins intéressaot dans la pratique. Il s'agit du 
débit ou de la quantité de liquide sorti par l'orifice dans no 
temps donné. Pour évaluer ce débit, il faut évidemment 
multiplier la section de l'orifice par la vitesse à la soiiie et 
par le temps considéré. Ainsi, pour une durée T, le volume 
de liquide débité sera égal à aVT, ou à aT Vïgh, et le 
poids de ce même liquide sera exprimé par fgat \/ïgi. 
L'expérience montre que le débit ou la dépense de liquide 
n'est guère que les quatre cinquièmes de la quantité que 
nous venons de calculer. Cette différence tient, non pas à ce 
qne la vitesse de sortie est inexacte, mais à ce que nous 
avons admis tacitement que la veine fluide sortait du vuse 
en affectant la forme d'un cylindre ayant pour base la sta- 
tion de l'orifice. Cette supposiUon n'est pas fondée, et l'ob- 
servation directe des phénomènes montre que les molécules 
fluides, au lieu d'avoir des vitesses perpendiculaires au plan 
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de l'ori&ce, oot au contraire,^ du moins certaines d'entre 
elles, — des vitesses obliques, en sorte qu'elles convergent 
à la sortie. La section réelle par laquelle passe la dépense 
n'est point celle de l'orifice, mais bien cette section contrac- 
tée aux quatre cinquièmes environ, qui existe un peu au 
delà. 

Il demeure entendu que l'hypothèse Au parallélisme des 
tranches, sur laquelle se fonde le calcul de ta vitesse d'écou- 
teraent, ne subit pas d'atteinte en cette circonstance, et que 
c'est uniquement cette autre hypothèse de la perpeudlca- 
larité des vitesses au plan de l'orifice, qui se trouve considé- 
rablement en déraut. Nous ne devons pas en être surpris, 
puisque nous ne nous sommes nullement enquis de ce qui 
peut se passer aux environs de la sortie, où le chaugemeot 
brusque des sections traversées doit apporter des pertur- 
bations inconnues dans les mouvements individuels des 
molécules. 

301. — La soluUon que nous avons déduitettes équations 
générales du mouvement des fluides peut être obtenue di- 
rectement, à l'aide du principe des forces vives. 

En eSét, laissant aux notations déjà employées leurs 
mêmes signiâcattons, nous voyons que la masse fluide écou- 
lée par l'orifice pendant l'instant di est égale à paVdt, et 
que sa forcé vive a pour expression -, V pa ydt. Quant au 
liquide contenu dans le vase, il ne reçoit aucun gain ni 
pierte de fbrce vive, puisque le niveau est entretenu à la 
même hauteur, et que tout se passe dans le vase après 
comme avant. Le terme ci-dessus représente donc la totalité 
de la force vive produite pendant l'instant dt. Les forces mo- 
trices qui ont développé un travail correspondant se rédui- 
sent à la gravité et aux pressions exercées de dehors en de- 
dans sur la surface libre et sur l'orifice. Or, si nous conce- 
vons le liquide décomposé en tranches horizontales ayant 
cbactine le volume aVdt du fluide sorti, l'action de la gra- 
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Tité consistera, en vertu de l'hypothèse du parallélisme, à 
faire remplacer chaque tranche par celle qui la surmonte 
immédiatement, ou, ce qui vient numériquement au même, 
à Taire descendre tme seule tranche depuis la surface libre 
jusqu'au niveau de l'orifice. Le poids d'une tranche étant 
pg.àVdt, le travail dont il s'agit sera mesuré par pg.aydt.h. 
Quant au travail des pressions extérieures, si l'on admet qun 
la pression est la même, par unité superficielle, sur le plan 
snpérienr et sur l'orifice, les forces qui eu résultent sont en 
raison inverse de ces sections ; d'autre part, les parcours 
qu'elles effectuent sont représentés par les longueurs dont 
descend, pendant l'instant d^, la surface de niveau primitive, 
et dont s'avance la téie de la veine fluide ; ces parcours sont 
inversement proportionnels aux sections correspondantes. 
Donc les travaux sont égaux numériquement; et, comme ils 
sont visiblement de signes contraires, leur somme est nulle. 
De là suit que l'équation des forces vives a cette forme 
ample : 

J V?pa Vtù = pgaydt.h , 
qui se ramène à l'expression connue 

Quelque expéditive que soit cette méthode, il nous a paru 
préférable de recourir d'aboid ù la théorie générale, qui, 
entre autres avantages, a celui de mieux rendie compte du 
degré de rigueur qu'on doit attendre des résultats obtenus, 
daus chaque cas particulier. 

302. — Éeoalein«iil permanent d*ftn k"' P<"' on oi>l- 
fiee. Nous voulons résoudre ici pour un lluide étaslique 
le problème que nous venons dé traiter pour un fluide in- 
compressible. Nous considérons an gaz contenu dans Un 
vase, d'où il s'échappe par un orifice, avec un régime per- 
manent. Il s'agit de trouver la pressioti et la vitesse en une 
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seciiou quelconque, et particDlièremeiii à la section do 
sortie- 

L'écoulement du gaz n'est pas ordinairement produit, 
comme celui des liquides, par une ceriaine chaîne de. fluide 
au-dessus du plan de l'orifice ; mais on le détermine au 
moyen d'une pression exercée sur la masse élastique , et 
maintenue constamment en excès sur celle qui règne dans 
le milieu où le gaz s'écoule. Les appareils connus sous le 
nom de gazomètres fournissent un fort bon eitemple de ce 
genre de mouvement. 

D'après cela, si l'on se reporte au problème précédent, et 
que, sans rien changer à la figure, on imagine seulement 
qu'il s'agit d'un gaz an lieu d'un liquide, nous voyons que les 
pressions désignées par jt et n' seront ici essMitieilenient 
inégales, TT surpassant toujours t:', et qu'au contraire lu force 
motrice négligeable sera la pesanteur, qui donne lieu dans 
les formules au terme pgz, quantité fort petite par suite de 
lu faible valeur de la densité du gai. 

Du reste, la manière de raisonner sera absolument la 
même, et nous continuerons à faire usage de l'hypothèse du 
parallélisme des tranches. 

Il y a lieu toutefois de remarquer que la densité p ne 
pourra plus être supposée constante en tous les points; 
mais, d'une section à l'autre, elle variera en raison directe 
de la pression, conformément à la formule fondamentale 

Ces piéliminaires posés, la question n'offre plus aucune 
dilticulté, et n'est que la reproduction de la précédente -, 
nous allons l'exposer mpidement en conservant les mêmes 
notations. 

L'équation générale du mouvement, convenable au pré- 
sent cas, sera toi^ours la troisième, 

,, , 1 dp dw 
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dans Inquelle il faul tenir compte de (leque p=Ç.L'équa- 
Uon devient : 

A -t. ^ gdz — diw*. 

d'où, en intégrant: 

A log p ^ jfï — ■; "'' H- consl. ; 

et, en négligeant gz, qui est une quantité très-petite par rap- 
port ik k]ogp*, on a simplement 

(2) A log p ^ — i IV* + ccmst. 

Nous déterminerons la constante par l.i condition que sur' 
la sui'face BG la pression p c&t égale à la pression motrice 
connue tt ; quant ii la vitesse en celte même section BC, elle 
est «gale aie multipliée par le rapport inverse des produits 
des sections par les densités ou les pressions : c'est la con- 
séquence de la continuité du Buide. La vitesse dont il s'agit 

est donc représentée par w -^. La constante est ainsi déter- 
minée par la relation 

Alog7t = — iro'|j^ + const.; 
d'où 

COUSt =: A k^ TT + i iw' 'Tti • 

L'équation (2) devient conséquemment ; 

(3) *i.8f =-;»'() -«45;). 

' Le ccieDIcienl b est un nombie trèe-grand qui, pour l'air par einnpie, 
n'eEt pas intérieur i 7,ft<Hi fols le nombre g. 
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Appliquons celle relalion à l'orifice lui-même , où la pression 
est égale à Jt' : nous aurons, en changeant le signe du second 
membre et en remplaçant en même temps log — par log ^, 
nous anrons, dis-je : 



^'»87 = = ^*(*-S) 



/2*logA 
d'où (6) V=l 



Par suite, la vitesse à une section quelconque aura pour 
valeur : 



(7)«»=i 



Celle expression contient la pression p, qui n'a pas encore 
été déterminée : il faut donc éliminer cette inconnue entre 
les équations (7) et (5). On trouvera ainsi ic, el subséqueui- 
ment p. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet. Nous nous 

bornerons à remarquer que géuéralentenl la quanliié -r-^ 

peut être négligée, parce que l'orifice a est beaucoup moin- 
dre que la section A ; en sorte que les valeurs de V et de w 
prennent des formes plus simples : 



{6 H 



V=v/2Alogi[, [Ibi') w^^\/2kH} 
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et, par suite, en substituant ie dans l'équation (3), il vient, 
pour déterminer la p 



log-; 



La dépense de gaz donne lieu aux mêmes observations 
que la dépense de liquide, en ce qui concerne la manière de 
la calculer et l'inexactitude due à la contraction de la veine 
à la sortie. 

Il est à peine besoin d'ajouter que, si la direction de la 
pression motrice et, par suite, de l'axe des z a été sup- 
posée verticale, c'est uniquement pour ne pas changer la 
figure. Dans les liquides, cette direction était naturellement 
indiquée par la pesanteur; mais ici, où l'on néglige les ac- 
tions de cette Torce, rien n'empêche de supposer aux parois 
du vase et à la pression superficielle une inclinaison tout à 
fait quelconque. L'axe des coordonnées sera, de son côté, 
incliné de la même manière ; et les équations précédentes 
subsisteront toujours intégralement. 

On présente Tréquemment dans les traités quelques autres 
exemples, tels que ceux d'écoulements permanents à travers 
des tuyaux. Mais ces questions n'ont d'intérêt qu'autant qu'on 
y tient compte àa flottement. On entre alors, d'une façoD 
évidente, dans le domaine de la mécanique appliquée. Nous 
devons donc en renvoyer l'examen à la seconde partie de 
notre ouvrage, où leur place naturelle est marquée d'avance. 

Nous terminerons ce chapitre par quelques considérations 
sur la résistance des fiuides en mouvement. 
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RéslsUBce des IIhMm». 



303. — On nomme eu général re'tittanee d'un fluide dd 
effort égal et contraire à celui qu'il faut développer pour 
miiinlenir immobile un corps solide placé dans le courant 
de ce fluide, ou pour lui faire prendre uu mouvement quel- 
conque, différent de celui db fluide. Ce second cas se ramène 
évidemment au premier ; car, quel que soit le mouvement 
qu'on fasse prendre au corps, rien n'empêche d'imaginer que 
le système entier du corps et du fluide reçoive un mouve- 
ment commun, égal et contraire à celui du corps. Ce der- 
nier sera comme nn corps maiolenu immobile dans un 
courant fluide, dont le mouvement résulterait des deux au- 
tres, et en serait la Somme ou la différence selon qne le 
corps se mouvrait en sens contraire du fluide ou dans le 
même sens. 

Nous ne nous occuperons donc que du cas où le corps est 
supposé immobile. 

Ici deux questions se présentent, suivant que le corps re- 
çoit simplement le choc d'une veine fluide, d'un diamètre 
notablement inférieur à sn propre section transversale, ou 
suivant qu'il est entièi-ement plongé dans un courant qui 
l'enveloppe de toutes parts. 

La solution complète de ces questions ne peut pas être 
obtenue, parce qu'elle exigerait la connaissance parfoite du 
mouvement dn fluide, connaissance qui dépend elle-même 
d'équations différentielles qu'on ne sait pas intégrer. Tout 
ce qu'on a pu faire jusqu'ici se résume à fort peu de chose, 
savoir : l'évalualioii de l'effoit exercé par une veine fluide 
qui jaillit, en s'évasant, contre un plan, dont l'étendue est 
assez grande pour que toutes les molécules puissent être 
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considérées comme prenant, avant àe quitter ce plan, des 
vitesses qui lui sont exactement tangentielles. 
' Pour l'immersion complète, on en est réduit, même dans 
les cas les plus simples, à une formule absolument arbi- 
traire, qui n'a d'autre légitimité que celle que peuvent lui 
faire acquérir des observations direcles. 

3ÛÙ. — Nous traiterons exclusivement la question du 
ctioc de la veine Ruide, dans les conditions très- restreintes 
que nous venons de spécilier. 

1° Choc d'une veine horizontale contre un plan vertical. 
— Soit ABCD un tuyau 
^ évasé d'où s'échappe une 

veine, dont t'a\e Ox est 
horizontal , et qui vient 
p heurter contre un plan 
"* "* fixe vertical SS. On de- 
mande quelle est la valeur 
de la force P qu'il f^ut 
appliquer à ce plan, en 
g sens contrai i-e de la gerbe 

fis- «*■ et à son centre , pour le 

maintenir immobile malgré la poussée de cette gerbe. 

Soit mn la section normale du tuyau, avant l'évasement, 
section qu'on peut considérer comme le véritable orifice de 
sortie. Appelons a sa surface et V la vitesse du fluide. 

On sait, d'après un théorème de mécanique générale, que, 
si l'on projette sur une même direction les forces et les vi- 
tesses du système, l'impulsion élémenluire des forces est 
égale à la variation élémentaire de la quantité totale de 
mouvement (n° 131). Or, si nous prenons l'axe Ox pour 
droite de projection, l'impulsion élémentaire de la force pro- 
jetée sera Pdt, puisque P est parallèle à Ox. Quant ù la va- 
riation de la quantité de mouvement, remarquons : 1° que, 
pendant llnstant dt, il jaillit une masse fluide é^le ù paVdt, 
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aoimée de (a vitesse V parallèle à Ox-, 2* que toutes les mo- 
lëciiles se remplacent successivement sur le plan, et qu'après 
comme avant cet instant la nappe Suide étendue se trouve 
absolument dans les mêmes conditions; 3° qu'une masse 
fluide, égale à celle qui a jailli, a dû quitter le plan, et l'a 
quitté en effet, avec des vitesses tang^tielles, c'est-à-dire 
perpendiculaires à 0;r. Donc, il y a eu pour la totalité de la 
nappe Duide une perte de quantité de mouvemeut, repré- 
sentée précisémeut par celle que possédait la masse qui a 
jailli. Or, cette dernière quantité de mouvement est ex|ffi- 
mée par fàVdt x V ; en conséquence, on a la relation 

p<if = poVd(X V, 

ou, en effa^nt le Tacteur commun dt, 

(1) P=poV'. 

Si la veine jailti&sait verticalement, de haut en bas, il fau- 
drait évidemment augmenter l'effort d'une quantité égale et 
contraire au poids de la nappe étendue sur le plan, actuelle- 
ment horîioDtnl, et l'on aurait 

(2) P = paV"-|-n, 

n étant le poids de cette nappe. 

Si la v^oe jaillissait, au contraire, de bas en baut, oa 
aurait 

(3) P = paV' — ri! 

2" Choc oblique d'une veine inclinée, contre un plan pa- 
reillement incliné. 

Soit Ox la direction de la veine, et SS celle du plan. Soit 
«>> l'angle de ces deuit directions, et • l'angle du plan avec U 
verticale. 

On peut concevoir la vitesse V de U veine décomposée »i 
deux autres, l'une normale au plan etégaleà Vsinu, l'autre 
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parallèle au plan. La première produit seule l'effet du choc, 
et celui-ci a pour expression, 
d'après ce qu'on a vu plus 
haut, pàVdl.\ sip m. Mais en 
même temps, il faat tenir 
compte de ce, que le poids II 
de la nappe fournit une com- 
posante normale II. cos i , 
dont l'impulsion élémentaire 
est n cos t. dt. On a donc la 
Fis- »■ relation 

P(/i=:paVrfi.V8iU6)+ncosirf(, 
d'où (1) P = pasinwV'+ncosi. 
Si le plan est vertical, l'effort se réduit à 
(2) P = pasin(oV'. 

Tels sont les seuls résultats théoriques satisfaisants qu'on 
ait su obtenir dans ce genre de recherches. 

Quand les molécules fluides quittent le plan avec des vi- 
tesses qui ne sont pas tangcntielles, la difliculté consiste à 
déterminer ta direction exacte de ces vitesses : car, cette di- _ 
rection une fois connue , il suffit de retrancher la quantité 
de mouvement, qui leur correspond, de celle qu'avaient les 
molécules à leur sortie du tuyau. On voit ainsi que toutes 
les molécules dont les vitesses reviennent en arrière ont 
pour résultat de diminuer l'eiïort que supporte le pian. 
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MOUVEMENTS SPÉCIAUX 

' MACHINES THÉOBIQUES. 



CHAPITRE PREMIER. 



MOUVEMENT DKS PROJECTILES. 



Nous nous proposons dans ce chapitre d'étudier le moave> 
ment d'un corps solide ,doué d'une vitesse initiale, et sollicité 
par deux forces , dont l'une est constante en grandeur et en 
direction , et l'antre variable eu raison directe du carré de la 
vitesse. Ce monvement est, à pea de chose près, celui des 
projectiles, c'est- it-dire celui des corps solides physiques, 
lancés dans l'atmosphère sous une impulsion quelconque. 
La force constante est alors la pesanteur ou le propre poids 
du projectile, et la force variable lu résistance de l'air, qiii 
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agit en sens contraire du inouvemeot, et dont l'intensité est 
sensiblement proportionnelle an carré de la vitesse. Le mou- 
vement théorique qne nous allons calculer n'est pas exacte- 
ment celui qu'on observe dans la nature, mais il en diSëre 
assez peu pour qu'on puisse le lui assimiler, lorsqu'on n'a 
pas besoin d'une très-grande approximaUon. 

Nous examinerons deux cas , selon que la direction de 
l'impulsion initiale coïncidA-a avec celle de la force cons- 
tante , ou qu'elle formera avec elle un angle quelconque. 
Quant à la force varîablç, ncHis snpposeroas tpajours qu'elle 
a la même direction que la vil£âse, et qu'elle agit en sens 
contraire, c'est-à-dire comme une résistance au mouvement. 

Quels que soient les points d'application des forces sur le 
solide , on peut admettre qu'elles agissent directement au 
centre de gravité. Cette hypothèse revient à négliger une 
rotation autour de ce centre , qui n'en altère nullement la 
translation absolue. En d'autre« termes, nous ne considérons 
que le mouvement du centre de gravité lui-même, sans nous 
préoccuper des mouvements individuels des divers points 
du corps. 



PBBHIB8 CAS. 



l/lMpnlKlttn a la néme dlreetiOD qae la fore* 
esnvlante. 



805. — Le mouvement est néce&sait^ment rectiligne, pnis- 
qne la vitesse initiale et les deux forces ont , à l'origine , la 
méaie direction, et que rien, par la suite, ne vient dianger 
cet état de choses. 

Soit donc AX la direction commune, l'origine du mou- 
vement, et G la posiln» du centre de gravité du corps an 
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bout d'un temps quelconque. Soit x la distance parcourue 

OG-, et » ta vitesse du mobile. 
Désignons par m la vitesse initiale , qui est dirigée de 
vers X; supposons que la force constanie agisse dans 
le même sots , et représentons^n la grandeur par P. 
Quaul à la force variable, elle agira en sens contraire 
du mouvement , c'est-à-dire de X vers 0, et nous en 
représenterons la graudeur par H»% H étaot une 
constante. Soit enfin m la niasse du corps. 

Cela posé, l'équation unique du mouvement s'éta- 
Uira sans peine , eu exprimant que la différence des 
forces constante et variable e&i égale à la masse multi- 
pliée par l'accélération. On a doue 

(1) P-H„. = „|. 

Fis. 80. 

Avant de poursuivre , nous allons mettre la valeur de la 
conslai^ H sous une forme qui convienne mieux à la symé- 
trie du calcul. Cette quantité H désigne évidemment ce que 
devient la résistance pour une vitesse égale à l'unité. Or, 
soit h une vitesse telle que la résistance correspondanie 
H k^ soit précisément égale à la force P : on pourra rem- 

p 
placer H par cette expression p- ce qui donnera à la rela- 
tion ci-dessus la forme : 



la relation devient finalement : 
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C'est de là qu'il tant déduire la vitesse, et' par suite la lon- 
gueur parcourue, au bout d'un temps quelconque. 
On obtient, par des transformalions faciles à suivre : 



C désignant une certaine constante que nous délermineroos 
pat' la condition qu'à l'origine du mouvement la vitesse v est 
précisément égale à la vitesse d'impulsion a : ce qui doune 

m p,=.t,ng„«p(i=:.*±r). 

Supposons, pour plus de simplicité, qu'il n'y ait pas de 
vitesse initiale. Cette équation se réduira à la suivante : 



La valeur de p se met dès lors très-racilementen cvidmce : 



e H- e 
La longueur x s'en déduit, par la relation dx=vdt, d'où 
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On peut aussi conserver à s son expression en foncUon de 
V, ce qui donne 



■■*»- 



Ces formules fournissent la solation complète de la ques- 
tion, puisqu'elles permettent de trouver la vitesse du mobile 
et la longueur parcourue au bout d'un temps quelconque. 

306. — La conséquence la plus intéressante à signaler, 
c'est qu'à mesure que le temps écoulé augmente, le mouve- 
ment tend de plus en plus à devenir uniforme. Si nous re- 
prenons ^1 effet la formule C5) <!i-dessus, nous voyons que, t 

_ 2L 
croissant indéfiniment, le terme e * diminue lui-même 

au delà de toutes limites, et que v se réduit sen^blement à 
k : ce qui veut dire qu'à mesure que le temps augmente, la 
vitesse augmente aussi jusqu'à devenir égale à celle qui cor- 
respond à une résistance qui contre-balance précisément la 
force motrice constante. 11 est bien certain qu'une fois l'équi- 
libre établi entre ces deux forces contraires , la vitesse ne 
peut plus ni augmenter ni décroître , et que le mouvement 
doit demeurer uniforme. Cette uniformité s'établit approxi- 
mativement dès que la valeur dept est devenue suffisamment 
grande par rapport à k ; mais l'uniformité mathématique 
n'a jamais lieu , puisqu'il faudrait pour cela que le terme 

e * fût rigourensement nul , on , ce qui revient au même, 

que le temps écoulé fût infini. 

On se rend ti'ès-bien compte que, d'une part, l'uniformité 
doive se produire toutes les fois que la vitesse est égale à * 
ou que la résistance détruit exactement la force motrice, et 
que d'autre part un mouvement varié, qui s'effectue comme 
nous venons de le voir, ne puisse jamais atteindre cette uni- 
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fonuilé parfïiite. Car, à mesure que la résistance approche 
d'égaler la force motrice, par suite de i'augmeiiUitioa conti- 
Duelle de la vitesse, l'accélératton ultérieure devient néces- 
sairement de moins en moins sensible, à cause de l'affaiblis- 
sement de l'action qui la détermine : le temps employé par 
la vitesse pour francbir un degré de plus, si je puis ainsi 
dire , est d'autant plus grand qu'elle en a moins k fVanchir, 
et qu'elle est plus voisine de cette valeur k qni est la limite 
théorique. 

Toutes choses égales d'ailleurs, runiformité est d'autant 
plus lente à s'établir que la quantité k est plus grande : et 
c'est ce qui doit être; car k désigne la vitesse qui corres- 
pond k une résistance égale à la force motrice. Si cette vi- 
tesse est très-grande, c'est que la résistance est relativement 
très-faible, et par conséquent il faut un temps très-long pour 
qu'elle arrive à neutraliser la force motrice. 

A la limite, c'est-à-dire lorsque k est nul, la résistance 
disparaît, et le nonvement n'est plus produit en réalité que 
par la force iiioLrice. Ob doit ainsi retomber sur les formules 
connues ds mouvement uniformément accéléré. On le vérifie 
aisément, en développant les valeurs ci-dessas de c et de « 
en tériet convei^entes : 

P' j.£^ + 



■léH 






Eny8npposantAîn6ni,onasimplementii=j>/ et x:=ipt*. 

307. Les résultats sont différents lorsque la force motrice 
agii en sens contraire de l'impulsion îDiiiale. 

Alors eu effet on a : 
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ce qui doDne, par la même transformalion que précédem- 
ment, 

d'où, en intégrant et désignant par a la vitesse initiale du 
mobile, 



Pour avoir la valeur de la vitesse en fonction du temps, 
posons 

»6tiBg4"=A' « «rcung|=B, 

il en résulte 

^ = A— B, et B=A— ^, 



tangA — tang^ 
tangB= 



El 



remplaçons tang B par sa valeur ~r ; on obtient, après les 
réductions convenables, 

Ala cost— Arsin ^j 



M5) v=—^ 

a sni ^T- + A cos y 
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Ea Riultiplianl par dt, intégrjnt de nouveau et esprîmant 
que poar t^o on doit avoir j;^=o, l'expression de la lon- 
gueur parcourue devient : 

{fi) » = |-lognép(-|sin^ + c«i^). 

On trouverait aussi s en fooction de r, en remarquant que 

— {p~\-^-)dx:=i>dv; d*où 

Avant de poursuivre, nous ferons remarquer immédiate- 
ment que ces formules s'appliquent au cas où il n'y a pas de 
résistance, et donnent alors les résultats connus du mouve- 
ment nniformëment retardé. Iteprenons en effet la valeor 
précédente de v, et écrivons-la : 



akcos'T A' sin 



n^+AcoB^- asin^H 



Si l'on y suppose k infini, ce qui correspond au cas où il n'y 
a pas de résistance, r«$ termes prennent une forme indéter- 
minée. Mais divisons numérateurs et dénominateurs par k ; 
le premier terme se réduit à a, lorsque k^x» ; quant au se- 
cond, il devient A sin -^, ou ox <» . Remarquons que, lorsque 

k est très-grand, v- est très-petit; par suite, on peut rem- 
placer le unus de cet arc par l'arc hii-mème : dès lors 
A sin -^ se change en A — - ou simplement pt. La valeur 
de r devient donc en ce cas 
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ce qui est bien la formule du mouveinent unirormément re- 
tardé. 

Od peut faire la même vérîAcalion pour la longueur parcou- 
rue. En effet, dans la valeur (6) ci-dessus de x^ remplaçons 

&in ^ et cos v- par leurs développements en séries, 






La quanliié entre parenthèses devient : 

en négligeant tous les termes dont le dénominateur ren- 
ferme k à une puissance supérieure à la deuxième. Le loga- 
rithme en question est donc celui de 

.+ç(»-¥). 

Le second terme de cette quantité converge indéfiniment 
vers zéro , ce qui permet de développer le logarithme sui- 
vant les puissances ascendantes de ce second teime. La vu- 
leur de ce logarithme est représentée par 



|L(„_^)_g,„_„,, 



£n muKipliant par — ■ on a l'expression de w, et , comme 

pour A^ se tous les termes, sauf le premier, disparaissent, 
il reste finalement, 
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x^at — Ipt* f 

valeor coimae de l'espace parcouru cUd» le mouvemeot aiâr 
formément retardé. 

308. — Cela posé, re[H\»OB» l'étude des fomule» gàié- 
rale» ci-dessas (5), (6) et (7). 

On voit que le mouvement s'arrêtera fwcémeiit an bout 
d'une certaine durée, qui correspond à une valeur nulle de 
la vitesse. L'expression de cette durée s'obtient en égalant à 
zéro le Dumérateur de v ; on a donc 

pt -. . pi 
a cos V = «on ^ , 



•««¥= 



es désignant par f, la durée en qneMion. L'etpace parcoira, 
correqwndant k cet arrêt, sera 

<r,=^lognép^^^. 

Ainsi, quand le mobile sera parvenu à cette distance de 
son point de départ, il cessera d'avancer, et reviendra au 
contraire en arrière, parce que la force motrice, qui a agi 
jusqu'ici avec la résistance pour détruire la vitesse iailiale, 
et qui l'a détruite en ettet, se trouve dès lors appliquée à un 
corps immobile, et par suite le meut dans le sens de son 
action. Quant à la résistance, elle a décru nécessairement 
depuis l'origine jusqu'au point d'arrêt } là, elle est nulle un 
instant, et puis change aussitôt de sens, en reprenant des 
valeurs croissantes au fur et à mesure que le mouvement ré- 
trograde s'accélère. Cette seconde période du phénomène 
n'est autre que le cas déjà examiné, d'un corps partant d« 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



iioinrsH£NT ans projectiles. 349 

repos sous l'influence d'une force motrice contante et d'une 
résistance qui varie en raison du carré de la vitesse. 

Voyons la valeur de la vitesse de sens contraire qu'aura 
prise le mobile lorsqu'il repassera par son point de départ. 
Pour la déieralÎDer, it suffit de reprendre la formule (7) du 
D" 30â, qui dcHine, en fonction l'un de l'autre, la vitesse et 
l'espace parcouru, pour un mobile qui part du repos. Dans 
cette formule, remplaçons v par la valeur x^ que nous ve- 
nons de trouver tout à l'heure, laquelle représente la dis- 
tance entre le point de* départ et le point d'arrêt. Il vient 

2^logn6p^^=^lognép^^-^i 

en appelant r, la vitesse cherchée. 
De là on tire : 



Ce résultat nous montre qne la vitesse au retour n'est 
point ^nle, eo valeur absolue, à la vitesse d'impulsion ; 

mais Qu'elle lui est inférieure, puisque ; _ est tou- 

jours moindre que l'unité. Elle se rapproche d'autant plus de 
l'égalité que la quantité k est plus ^nde; car le coefitcient 



.... ^:_^_^ -,. pgm s'écrire — , -. ; et, mus cette fonne, on 

voit bien qu'à mesure que k augmente, le dénominateur di- 
minue et converge vers l'unité. Il revient au même de dire 
que l'écart des deux vitesses est d'autant moindre que la ré- 
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sîstance est plus l^ible ; et c'est pourqurn, dans le calcul de 
la chute des coips dans le vide, où lu résistance n'existe' 
pas, on trouve que la vitesse au retour est exactement égule 
ex de sens contraire à la vitesse dimpulsion. 

Puisque le corps rétrograde moins vite qu'il n'a avancé, il 
en résulte naturellement que le temps employé doit éti*e 
plus considérable. C'est ce qu'on reconnaît aussi par les for- 
mules du D° 305 précité. Car, si dans la relation (4), qui ex.- 
prime le temps en fonction de la vitesse, on substitue à t> 

ak 
la valeur ci-dessus ■ ^ ,,. , on obtient, en désignant par 

fi le temps cherché. 




Multipliant le numérateur et le dénominateur de la fraction 

A» 

V ,-,- Tï, quantité 

(t/a» + *»-«/ 
dont le l(^rîlbine est égal au double de celui de sa racine 
k 



Cette valeur diffère de celle qu'on a trouvée pour le temps /,, 
qui s'écoule depuis le départ jusqu'à l'arrêt. En développant 
l'une et l'autre en séries, on reconnaît sans peine que f, 
est toujours plus grand que f,, et qne ces deux temps de~ 
viennent égaux lorsque A est infini. 

La somme des durées de l'aller et du retour, /, + 1„ ^<^ 
donnée par la relation 
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t ('. + 'i) = "c une j + kft 



X/a^^k'—a' 



309. — Dans l'étude à laquelle nous venons de nous livrer, 
nousn'avoDsattiîbuéaucuDevaleurparticulièreàla force mo- 
trice DÎ à la résistance ; nous nous sommes borné à suppo- 
ser que l'une était constante, et l'autre variable en raison du 
carré de la vitesse, tes deux forces ayant d'ailleurs la même 
difectioD que la vitesse initiale. Il résulte de là que les for- 
mules auxquelles nous sommes parvenu sont générales, 
c'est-à-dire conviennent à tous les phénomènes pour lesquels 
on constate que les forces satisfont effecUvement à ces lois, 
quelles que soient d'ailleurs la grandeur absolue de leurs ac- 
tions et les causes naturelles qui y donnent naissance. 

La classe la plus intéressante de phénomènes auxquels ce 
mouvement théorique puisse servir de type, est la chute ou 
l'asceosioa verticale de corps solides au sein de l'atmo- 
sphère. La force constante est alors le poids du corps, et la 
force variable la résistance de l'air, l'une et l'autre s'exer- 
çtint suivant la verdcale. Pour déterminer le mouvement. Il 
suffira donc de prendre les formules précédentes, et d'y rem- 
placer p par g ou 9*', 8088, et k par te coefficient numéri- 
que que des expériences directes apront fait connaître pour 
la résistauce de l'air. Le mouvement dans tout autre milieu 
s'obtiendra aussi aisément, pourvu qu'on connaisse de même 
le coeffldent qui s'y rapporte. 

Une remarque, qu'il est bon de signaler en passant, rela- 
tivement à la chute des corps dans l'atmosphère, c'est que : 

Toutes choses égales d'ailleurs, les corps les pins dense» 
tombent le plus vite ; 

Et, à densité égale, les corps de plus grand volume tom- 
bent aussi le plus vite. 

Cette double conséquence, qui apporte, comme on voit, 
une différence radicale entre la cbulc dans l'air et la chut« 
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dans le vide, résulte immédiatenieDt de cette propriété re- 
connue par l'observation, et fecile du reste à prévoir : 

Que la résistance du milieu est, toutes choses égales d'ail- 
lenrs, sensiMemeM proportionnelle k Ib plus grande secUon 
d» corps prise normalenot au sens de la vitesse. 

Si donc nous prenons des corps de formes semblables, de 
forme sphëriqae, par exemple, la résistance de l'air sera 
pour chacun d'eux proportionnelle à la surboe d'un grand 
cercle on an carré du raytHi. La relation (1) àm nf MB 
povrra s'écrire : 

P étant le poids du corps, m sa masse, r son rayon, et h un 
certain coelHcienl numérique. 
Si l'on divise par m, le second terme du premier membre, 

qui représente It résistance de l'air, deviendra — «'; mais 
mse - It r* p, p étant ta densité ; la résistance a donc pour 



valeur numérique 






Celte expression nous montre que la diminution de vitesse, 
due à la présence dn second terme dans l'équation précé- 
dente, est d'autant plus considérable que b densité on que 
le rayon est plus Taible. La chute dn corps est donc retardée 
en raison de sa légèreté spécifique et de la petitesse de ses 
dimensions. 

Nous nous rendons ainsi compte de la dilfêrence, souvent 
très-considérable, qu'on observe dans la vitesse de chute des 
divers corps. Nous voyons pourquoi certains d'entre eux, 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



■on fiant bm psoiEcnua. HS 

même lrès-<Jenses, tombent fort lentem^U, qjuatA ils soat 
suffisamment ténus, rnmar le uble fin oo la poussEère. 

310. — Lorsque la TÎtfîsse est très-raible, le mouvement 
peut être assimilé exactement à celui qui aurait lieu en vertu 
d'une résistance variable en raison de In simple puissance* 
de la vites&e. Les formules de ce nouveau type sont faciles à 
trouver, en suivant la même marcbe que jH'écëdemment. L'on 
a en effet 



(2) 



Intégrant et déterminant la constante par la condilion que 
la vitesse est nulle à l'origine du temps, il vient : 




(6) x=i> 



On peut voir, par te développement en série de ^ > que 

ces formules deviennent celles du mouvement anifonné' 
meut accéléré, lorsque A est infini , c'est-~à-Hlire quftad la 
résistance du milieu diminue jusqu'à éu« absolument nulle. 
En effet, employons la série 
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-4-'+^' 



expressioDS qui, pour k^ ao , se réduisent n 

Les iDouvemeDtB de cette espèce se produiftenl notamment 
lorsque la densité des corps qui tombent est peu supérieure 
k celle du milieu où la chute s'effechie. Ainsi la poussière 
tombant dans l'air (Ht des corps s'enfonçanl lentement dans 
l'eau obéissent sensiblement à ces lois. 



raUXIÈVE CAS. 



L'iwpaldMi Ml «Ui^BC à I* dIreclUM de la r«re« 
«•H8laal«, 



SU, — Le mouvement sera alors curviligne, mais évi- 
demment situé dans un même plan. Tl y aura donc deux 
équations fondamentales. 

Soit le point de départ, OA la directiou de la vitesse 
initiale a. Prenons pour axe des y une droite parallèle h la 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



HOOVEMENTS DES PROJECTILES. 



SOS 




direciioD de la force col)^tante, force que noas stipposeroas 
agir de haut en bas, par analogie an\ pliéDomèaes de la pe- 
santeur; prenons pour axe 
des X une droite perpendî- 
ciilaire à la précédente. 

Soit OMS ia courbe dé- 
crite par le centre de gra- 
vité du mobile, et M sa po- 
sition an bout d'tiii certain 
temps. 

Nous nous servirons d'ail- 
leurs des mêmes notations 
que précédemment, c'est-à- 
Fig. B7. dire que iiousappellerons P 

la force constante, m la masse et k un coeirtcient numérique 
représentatif d'une vitesse (elle que la résistauce HA' soit 
précisément égale k P. 

Nous établirons les deux équations du monvemeut en em- 
ployant la méthode générale, c'est-â-dii'e en exprimant que 
suivant chacun des axes la somme algébrique des compo- 
santes des forces appliquées au mobile est égale à la masse 
multipliée par l'accélération de la projection de la vitesse. 

La résistance étant dirigée suivant la tangente à la trajec- 
toire, les cosinus des angles qu'elle forme avec les axes sont 

dx du 
reprcsentes par -3- et -f-. Les deux équations seront donc : 

f V dx , d'x 



(0 ' 



k' ds' 



pour l'axe des;]!; 



.■a. 



pourl'axu des y. 



Bemarquons que v 



' dt 



; divisons tous les tenues par m et 



désignons — par^; il vient, après simplification : 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



UVIE m. — FROM.ËMGS SPÉCIAUX. 



1A' dt dt di^ 
^ds dy tPy 
^~ k''df'dt~W 

Par des calculs qoe nous ne développerons pas ici, et 
qu'on retrouve d'aîlleui-s dans plnsieui* tniités de mécani- 
que', on arrive à trois équations diSerenlielles du premier 
degré, qui reufcrment les deux incoiujues i/jt et tfy, ainsi 

qu'une inconnue auxiliaire égale au rapport ^ des detuc. 

autres. En désignant par q ce rapport, les trois équations 
difiëreutielles sont : 



dans laquelle U représente le polynôme 9 \/ 1 + ?' 4- 
+ log(5 + l/l + ç')— C- La quantité C est une constante 
d'intégration, déterminée dans le cours du calcul parla con- 
dition qu'à l'origine du mouvement le rapport ~ n'est 

autre que la valeur connue de la tangente trigonométrique 
de l'angle « formé par la vitesse initiale ftvec l'axe des x. 

Les formules qui précèdent ne sont pas intégrables sous 
forme finie, el l'ou en est réduit à construire la trajectoire 
par points. 



■e ta Mécanique de M. Poluon, tomei, p. 402 et sul- 
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Quand l'aDgle « de la vitesse iaitiale avec l'axe des x est 
suffisammeiit petit, on peut obtenir t'équallon de la trajec- 
toire sous forme finie, avec une grande approximation. 

Reprenons, en effet, les équations (S). 

On peut d'abord intéger la première une fois, ce qui 
doune 

(4) -I- =: a cos « e ; 

le coelficienl acosoc est introduit par l'intégration, en vertu 
de ce qu'à l'origine du aKHiveoient, où l'arc m est nul, la 
composante de la vitesse v suivant l'axe des « s'est autre 
que la composante acosade la vitesse initiale. 

Kn opérant sur la deuxième équation du même groupe (3), 
et remarquant la symétrie qui existe entre elle et la pre- 
mière, on arrive facilement à la relation 



oii q désigne, comme nous avons dit, le l'apport -r- ■ 

C'est à ce point du calcul que l^ypothèse de l'angle a très- 
petit va nous permetti'e d'opérer une intégration qui, dans 
le cas général, ^t impossible. 

En effet,, on peut dlors regarder la tangente à la trajec- 
toire comme peu éloignée de l'borizoutale, sur une assez 

grande longueur de la courbe^et, par suite, -r. comme een- 

dx 
siblement égal à -t- : c'est ce qui ressort dH développement 



- *+i?ï-*?'+- 
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OÙ l'on peut négligci' tous les (crmcs affectés de q^ et des 

puisse liées supoi-icurcs de q. 

li devit'ut possible d'iiiiégicr doubtcnieai ré(|uation (â) : 
car, dans le second nicnibi-c, la variable x qui figure en dif- 
foiviitii-lle, et la vnnuble « qui figure cii exponentielle, ne sont 
plus qu'une mOinc inconnue. Ou oblicnt uinsî, en ruisant fi- 
gul'erx exclusivement : 

(6) y=x\mgx- , ,^' , (e*^'-|ga:-l,) ■ 
'• ' ^ ° ùpa'cos'a^ *' ' 

On vérifie aisément que, lorsque la résislaiiee est nulle, 
on retombe sur la Irajecloirc parabolique due à une impul- 
sion initiale et à une force constante (n° 93). Il sullil de dc- 

velopper e " eu série : 



La parenthèse du second membre se réduit à-ji-»* + 
4- ^ï^'h-...; quantité qui, multipliée par le coefficieot de 
celte parenthèse, devient ^ / , x'+y 



1 



2a'cos'oi l'îà'cos'oLk* 

Lorsque k est infini, tous les termes qui le renferment en 
déiiomina'teur s'évanouissent, et la relation (6) se change 
finalement en la suivante : 

Pi 

qui est bien celle du ir93,cn y remplaçant parp le rapport 
de kl force P à la masse m du mobile. 
Nous ne nous étendrons pas davantagi! sur les questions 
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relatives à ce genre de mouvemeni, qui ne pix-sonlCÉit gnèrc 
d'intépôt que pour !a projecUon des corps l;mcés obltqiie- 
meiil dans l'atmosphère. L'exaniei) approfondi de ce pro- 
blème forme une pnriie importante des truites spéciaux de 
balistique. 



RcNiiirtiac g«Dér«le sar I«h niouvcnieBlB réeli 
des projerllles. 



312. ~ Dans l'étude théorique à laquelle nous nous 
sommes livré sur le mouvement , sott rectiligne, soit curvi- 
ligne, de corps soumis à une force constante et ù nne résis- 
tance vamble, nous avons expressément supposé que la ré- 
sislancc, Iransportée an centre de gravité dn corps, était 
toujours dirigée exactement suivant la tangente à la tra- 
jectoire. 

En vertu de cette hypothèse, le mouvemeni est nécessai- 
rement rectiligne, dans un cas, et nécessairement plan, dans 
l'autre cas. 

Il n'en est pas toujours ainsi dans les mouvements réels 
des solides an sein de l'atmosphère; et celle dérogation tient 
à ce que la force variable qui doit représenter la résistance 
du tluide, n'est pas constamment dirigée suivant la tangente 
ù la tKgecloire. 

Trois circonstances y peuvent donner lieu : 

1° Si le centre de gravité du coips n'en est pas en même 
temps le contre de figure ; 

S° Si le corps n'est pas parfaitement symétrique autour de 
la tangente à la trajectoire du centre de figure ; 

3° Si le corps possède un mouvement de rotation autour 
de son centre de gravité. 

Je dis d'abord que, si aucune de ces trois circonstances n'a 
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lieu, le mouvement du centre de gravité s'effectuera en ligne 
droite on dans un plan, selon les cas, c'est-à-dire conrorraé- 
meot an type théorïque que nous avons étudié. 

Car la force variable, ([ui, transportée au centre, repré- 
sente la résistante totale du Huîde, est la résultante de tontes 
les actions élémentaires exercées sur la surface, transportées 
paraltèlemeot à elles-mêmes au centre de gravité. Or, il est 
bien évident, à cause de la parraite symétrie de la figure, 
que ces forces élémentaires, ainsi transportées, ne peuvent 
donner lieu à aucun couple qui n'ait exactement son équi- 
valent de sens contraire. Par conséquent, si le corps n'a pas 
une rotation initiale, il n'en prendra point par suite de la ré- 
sistance du fluide; et si la résultante unique, qui représente 
cette résistance, a pour toi de se développer, à l'origiue, 
exactement suivant la tangente, elle se développera de la 
même manière dans toute la succession du ntouvemeBt, et, 
par suite, déterminera le mouvem^tt théorique que nous 
avons considéré. 

Voyons maintenant ce qui doit advenir, lorsqu'ime des 
trois circonstances précitées se présente , et commençoK 
par l'examen de la troisième. 

Prenons un corps qui satisfasse complètement aux deux 
premières conditions, par exemple un corps ^^rique ho- 
mogène, et supposons-le doué d'une rotation initiale. Je dis 
que le centre sera entraîné hors de la ligne droite ou du plan 
qu'il parcourrait, selon les cas, s'il était sollicité, sans rela- 
tion, par une force constante et par une résistance variable 
tangente à la trajectoire du centre de gravité. 

Soit en effet ADCDuu grand cercle de la sphère, perpen- 
diculaire à l'axe de rotation. SupposMis , pour plus de sim- 
plicité, que la translation du centre G s'effectue perpeadics- 
lairement h cet axe -, et soit A B le diamètre tangent i la tra- 
jectcùre. La translation et la rotation ont d'ailleurs lieu dans 
le sens des flèches. 
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La résistance du fluide , que bous 9¥ions précédemment 
en vne quand nous parlions d'une force proportionnelle ao 
carré de la vitesse, donnera 
one résnttante au centre, agis- 
sant exactement suivant G A ; 
et cette résultante conservera 
une direction tangentielle à la 
-JB trajectoire, à cause de la sy- 
métrie de la tigure. De ce cAté 
donc, il n'y aura aucune cause 
perturbatrice du mouvement. 
Mais, outre celte réwsiance, il 
■" se développe , par la rotation 

•^ï- **• du corps , une autre force qui 

provient du frottement de la surface contre le fliiide. Celte 
force de frottement est, en chaque point, tangcntielle it la 
suKace, dirigée en sens contraire de la rotation, et variable 
selon la densité du fluide qui est immédiatement en contact. 
Or cette densité change d'un point à l'antre , par suite du 
mouvement général du solide. On conçoit eu effet que le 
fluide est refoulé en avant, dilaté en arrière, de sorte que la 
densité diifere depuis le point B, où elle est maxima, 
jusqu'au point A, oii elle est mi?Uma , ayant d'ailleurs des 
valeurs symétriques au-dessus et au-dessous du diamètre A B. 
D'après cela , toutes les actions de frottement exercées sur 
riiéffiispbère antérieur CISD, transportées parallèlement à 
elles-mêmes au centre de gravité , s'y composeront en une 
force unique , dirigée suivant GD ; et pareillement les ac- 
tions eiiercées sur l'hémisphère opposé donneront lieu à 
une force dirigée suivant GC, moindre que la précédente. 
La résultante totale sera donc une force dirigée suivant GD, 
c'est-Èi-dire dirigée suivant le rayon perpendiculaire à l'axe 
de rotation et dans la région où un spectateur placé sur 
l'axe verrait la rotation se faire de gauclic à droite. 
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Il ressort de ces considérations que si l'axe est parfaite- 
ment perpendiculaire à la vitesse du centre de gravité, ainsi 
que nous l'avons admis sur la figure, la force de frottement 
dont il s'agit oe fera pas sortir le centre du plan qu'il par- 
court; mais que si, au couti-nirc, cet a\c a une direction 
oblique, — ce qui est le cas général, — celte force intervien- 
dra pour amener le centre hors du plan. 

C'est pourquoi, dans le tir des projectiles, le centre est 
toujours diivié par le mouvement de rotation que la balle 
peut avoir contracté avant de sortir du canon. On voit en 
même temps que, dans le cas particulier où l'axe de rotution 
est perpendiculaire au plan vertical qui contient le canon, 
la balle reste dans ce plan , mais que la force de fmttement 
en augmente ou en diminue le poids , selon le sens de la 
rotation ; et , dans cet autre cas où l'axe serait précisément 
le diamètre tangent à la trajectoire du centre , la force de 
frottement n'aurait plus d'effet sur la translation de ce centre. 
Aussi tous les soins doivent-ils tendre, non -seulement à 
i-endre les balles spliériques et homogènes, mais aus^ à leur 
imprimei' ini mouvement de rotation autour de l'un de ces 
deux axes spéciaux. 

Si le corps n'a pas de rotation initiale, et qu'en outre ses 
parties soient sj'mélriqueï, dans toutes les positions, autour 
de la tangente à la trajecloirc du centre de figure, mais que 
ce centre ne coïncide pas avec le ccnire de gravité, — comme 
cela aurait lieu, par exemple, pour une sphère homogène,— 
je dis que le centre de gravité sera nécessairement dévié. 

Car, la symétrie n'existant pas par rapport au centre de 
gravité, il est visible que toutes les actions élémentaires du 
fluide, transportées à ce centre, ne s'y réduiront pas ù une 
force unique, mais donneront aussi naissance à un couple ; 
en sorle qu'une lotatiou en résultera, et subséquemment 
tous les phénomènes de perturbation que nous venons de 
considérer. 
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Enfin, si te centre de gravité est en même icmps ceulre de 
figure, et qui) n'y ait pas de rotation initiale, mais que la 
syinétiie n'ait pas constamment lieu autour de la tangente à 
la trajectoire ccniralc, — comme cela aurait lieu, par exem- 
ple, pour un cube liomogèuc dont les faces seraient inéga- 
lement inclinées sur la direction de la trnnslaiion, — on ob- 
servera encore une déviation. 

Car les diverses fiiccs, coupant le milieu environnant, 
donneront lieu à des forces de frottement variables avec la 
densité du fluide en chaque point ; et comme ces faces ne 
sont pas symétriquement disposées autour de la tangente 
centrale, il en résuliera que les couples provenant de la 
translation des forces de fiotlemcut ne se détruiront pas 
deux à deux. Il y aura donc une rotation , avec toutes les 
conséquencps déjà exposées. 

La différence à signaler entre les deux derniers cas , c'est 
qiK, dans l'un, la rotation est déterminée par la résistance 
proprement dite du milieu (celle qui s'exerce en sens con- 
traire de la translation), et que, dans l'autre cas, cette rota- 
lion est due aux forces tangentielles provenant du froKement 
de la surface qui glisse contre les molécules du (luide. 
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313.— Nous considérerons le mouvement d'un corp&, asso- 
jetti à demeurer sur une courbe donnée, et sollicité par une 
force alternative , c'est-ù-dire par une force qui change de 
sens d'action en un certain point de la courbe, de telle sorte 
()»'ayant agi en deçà de ce point pour accélérer le monve- 
inent, elle agit au delà pour le retarder. 

Comme il n'y a pas de variation brusque dans les forces 
naturelles , il faut admettre que la force alternative dont il 
s'agit ici , qui passe de la valeur positive à la valeur néga- 
tive, est nulle pour un certain point de la courbe, ou, ce qui 
revient au même, qu'elle est perpendiculaire à cette courbe; 
en deçà elle forme un angle aigu avec la tangente menée 
dans ta direction delà vitesse, et au delà elle forme un angle 
obtus. 

Le point pour lequel la force motrice est nulle ou perpen- 
diculaire à la courbe est dit position d'équilibre, puisqu'en 
effet le corps y demeurerait immobile s'il s'y était placé sans 
aucune vitesse acquise. 

Il est évident que, sous l'action d'une force alternative, 
nn corps ne peut prendre qu'un mouvement de va-et-vient, 
h droite et à gauche de la position d'équilibre. Car snppo- 
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sons, pour fixer les idées, que le mobile soit placé à gauche 
de sa position d'équilibre, et que dans cette situation la di- 
rection de la force tas&e un angle aigu avec la portion de 
tangente menée de gauche à droite. On pourra décomposer 
la force donnée en deux autres, l'une suivant la normale à la 
courbe, et l'autre suivant la tangente. La premî^% sera dé- 
truite par la résistance de la courbe, et l'autre aura tout son 
effet pour entraîner le mobile vers sa position d'équilibre. 
Cette seconde CMnposante, qui est en réalité la force mo- 
trice, varie de grandeur depuis le point de départ jusqu'à la 
position d'équilibre , où , par hypothèse , elle devient nulle. 
Le mobile arrive donc à ce point avec une certaine vitesse 
acquise, en vertu de laquelle il continue à aller au delà. Mais, 
la force étant alternative ou faisant un angle obtus dans la 
région de droite , la composante langentietle agira dès lors 
pour ralentir peu à peu et finalement arrêter le mouveisent 
en un certain lieu de la courbe. A partir de ce moment, le 
corps, dépourvu de vitesse acquise et toujours sollicité par 
une force qui agit de droite à gauche, commencera aussitôt 
à revenir en arrière, et repassera, en sens contraire, par la 
m£me position d'équilibre, pour être ensuite ralenti de nou- 
veau et .irrété à gauche ; etainû de suite indéfiniment. 

Le mouvement du corps consiste donc , quelle que soit 
d'ailleurs la loi de vaiiaiion de la force, à parcourir la courbe, 
tantôt dans un sens, tantôt dans l'autre, en repassant chaque 
fois par la position d'équilibre. Un tel mouvement est dit 
otitillatoire et chaque parcours se nomme oscillation. 

Nous allons faire quelques remarques sur le mouvement 
oscillatoire en général , puis nous passerons à l'étude d'un 
mouvement oscillatoire particulier très-important. 

Nous supposerons la force appliquée toujours au centre 
de gravité, et nous ne nous occuperons que du mouvement 
de ce point. 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



- PBORLt(MF.S SPÉCIAUX. 



MoHvemenl oscillatoire en gruériil, 

Sih. — Quelle que soit la valeur de la Torce qui agit sur 
le mobile et la manière dont elle varie aux divers points de 
la courbe, il est clair que la loi du mouvement est exprimée 
{Kir une seule équation, qui est celle de la force vive, 

Pds cos (1', ds)=d ^mv^ ; 

cela résulte de ce que te système est à liaisons complètes. 
Quant ù la force P et à l'angte qu'elle forme avec la tangente 
à la courbe, on doit les considérer comme donnés ù chaque 
instant i n fonction de la longueur de l'arc parcouru : cette 
longueur étant comptée à partir d'une certaine origine iixe. 

L'équation de la force vive, jointe à l'équation ou aux 
équations de la courbe de liaison, permet tiiéoriquement de 
trouver la vitesse en un pwnt quelconque de la courbe et le 
temps employé à parcourir un arc déterminé. 

Pr*priéléB sénérnle*. — 1° La grandeur et la direction 
de la force motrice ne dépendant que de la posilion du mo- 
bile sur la courbe, toutes les oscillations successives se con- 
fondent ngoureusenient , ou , en d'antres termes, le mobile 
circule indéflnimeni entre les deux mêmes points extrêmes. 

En effet, supposons d'abord que le mobile parte, sans 
vitesse initiale, d'un certain point A situé à gauche de la 
position d'équilibre E. En arrivant à cette posilion, il pos- 
sède une force vive égale au travail clfectné par la force 
moU-ice sur l'arc parcouru Â E. Pour que te mobile s'arrête 
à droite, il faut évidemment qu'il parcoure un nouvel arc 
EB tel que lo travail qui est développé le long de cet arc 
détniise la totalité de la force vive. Ce second travail sera 
donc égal et contraire an premier,— ce qui no signifie pas, 
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bien entendu, que les deux arcs correspondants seront éganx. 
— Le mobile revenant en arrière , la force motrice , qu'on 
suppose repasser identi- 
' quement par les mêmes 
valeurs, effectuera de B en 
E un troisième travail, égal 
et contraire à celui qu'elle 
avait effectué de E en B, et 
égal par cooséqueut à celui 
qu'elle avait produit tout 
•''B- **■ daboid de A en E. Donc le 

mobile repassera par la position d'équilibre avec la même 
vitesse qu'il y possédait la première fois. Sa force vive sera 
délruiie, lorsqu'il aura parcouru précisément l'aie EA, de 
sorte qu'il se retrouvera au repos au point A. 

Si le mobile avait possédé en A une vitesse ioUiale, on 
pourrait faire des raisonnemenls analogues aux précédents, 
en imaginant que le mobile était d'abord au repos, et qu'il 
parlait d'un certain point A', plus éloigné de la position d'é- 
quilibre que le point A, et tel qu'en se mouvant de A' en A 
sous l'influence de la force motrice , il acquit à son arrivée 
en A précisément la vitesse initiale qu'on lui a supposée. On 
en conclurait alors que le mobile arrive au point E avec la 
foree vive déterminée par le travail de la force , depuis A' 
jusqu'en E, et qu'il s'arrête à un point B', plus éloigné que 
le point E, pour lequel le travail produit depuis E jusqu'en 
lï' est ninnciiqucmcnt égal au précédent. En conséquence, 
le mobile effcclucrjit une série d'oscillations entre les limites 
esti-èmcs A' et B'. Ce qui nous montre que le résultat d'une 
vitesse initiale est simplement d'accroître la longueur des 
oscillations. 

Il parait superflu d'ajouter que, dans un cas comme dans 
l'autre, les oscillations successives ont toutes lieu dans le 
même temps. 
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3* Réciproqaenaent, lorsqu'un mobile exécute des oscilla- 
lions entre les mêmes points cxlrémes, sous llnfluence d'une 
force continue, oa en peut coiiclui'e qu'il y a entre ces deux 
points une certaine position d'équilibre, et que la force 
motrice ne dépend à chaque instant que de la sitoatiou du 
mobile sur la courbe. 

Les causes du mouvement peuvent Otre complexes : c'esl 
de leur résultante unique qu'il s'agit, et la position d'équi- 
libre est le point pour lequel cette l'ésuluntc est nulle ou 
normale à la trajectoire. 

3* Si la courbe est symétrique de part et d'autre de la 
position d'équilibre , et que la force repasse par des valeurs 
également symétriques , les deux portions de l'arc parconni 
sont égales, et les deux points extrêmes se trouveat situés 
sur uue mCmc perpendiculaire h la normale de la position 
d'équilibre. Les durées employées pour parcourir cliacune 
des deux portions sont égales, et elles formeut la moitié de 
la durée d'une oscillation totale. 

&' Si la courbe n'est pas symétrique , mais que la force 
motrice soit constante en grandeur et en direction, les deux 
portions d'aix: ne sont pas égales, mais les deux extrémités 
sont toujours situées à la même hauteur au-dessus de la po- 
sition d'équilibre. 

315. — Les mouvements oscillatoires sont très-fréquents 
dans la nature, et c'est ce qu'il est facile de prévoir. En 
effet , une foule de forces naturelles satisfont à la condition 
d'être nulles pour un certain écartemcnt des molécules ma- 
térielles entre lesquelles elles s'exercent , et de changer de 
sens d'action selon que cet écartement augmente ou dimi- 
nue. Dans un corps élastique, par exnnpie, toutes les forces 
moléculaires sont en équilibre pour une certaine forme du 
corps, qu'on désigne justement sous le nom de forme d'équi- 
libre. Pour peu qu'on infléchisse le corps d'un côté ou de 
l'autre, il se développe des efforts intérieurs qui tendent à 
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le ramener à sa (onae primitive. Lors donc qu'après avoir 
altéré sa Tonne on l'abandonne à lui-méaie, les molécules 
doivent toutes effectuer une série d'oscillations, qui se con- 
tinueraient indéfiniment si aucun obstacle extérieur ne dé- 
truisait graduellement la force vive produite au bout de la 
première demî-osciltation. Les vibrations des lames élasti- 
ques encastrées par un bout , celles des cordes flexibles fixées 
par leurs deux extrémités , les mouvements de va-et-vient 
des ressorts à bondin compiimés ou distendus, les ébranle- 
ments des molécules dans les corps choqués, etc. , etc. , obéis- 
sent à la môme loi générale, parce que ce sont des Torces 
alteraaiivesqui interviennent toujours dans ces phénomènes, 
, et que l'assujettissement à parcourir une courbe déterminée 
est suppléé par certaiaes drconstances d'ensemble qui fixent 
les trajectoires des points matériels considérés. Aux nom- 
breux phénomènes que nous venons de cilci', on peut encore 
itîoiiter (^ux du son, de la lumière, de la cfaaleor, etc., que 
les physiciens regardent aujourd'hui comme dus à des mou- 
vements oscillatoires ou vibratoires qui se développent dans 
des milieux élastiques. 

!Xous allons maintenant étudier, d'une manière spéciale, 
une variété de mouvement oscillatoire qu'on obseiTe dans 
l'appareil connu sous le nom de pendule. 



Théerle du pendule. 



SJ6. — On appelle pendule un corps lié à l'extrémité d'une 
tige rigide et inflexible dont l'autre extrémité tourne autour 
d'un axe horizontal, et qui peut se mouvoir librement dans 
HB plan vertical. 

Il est clair qu'un semblable appareil ne fait que réaliser 
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un cas particulier de système à mouvemeat oscillatoire. Cap 
la liaison du corps avec la tige l'assnjellit à parcourir une 
courbe circulaire, et l'actioii de la gi-avilé, f\u\ s'exei-ce dans 
le même plau veiiical, constiiuc une force alternative, puis- 
que cette force, normale à la trajectoire quand la lige est ver- 
ticale, fait nu angle aigu avec la tangente si le corps est 
écarté à gauche, et fait ensuite un angle oblus dès que le 
corps passe à droite. Celte force alternative offre d'ailleurs la 
particularité d'être constanlc en grandeur et en dincliOD, et 
d'avoir, pour chaque unité de masse du mobile , une valeur 
égaleà j7 0H9J£it. 808. 

Les propriélés générales des mouvements oscillatoires 
s'appliquent naturellement à celui-ci. Ainsi on est certain , 
indépendamment de tout calcul spécial, que les oscillations 
se continueront indéfiniment avec la même durée; que la 
posiiioii d'éqitllibre sera le .point le plus bas de la courbe ; 
que les deux extrémités seront à la même tiauteur au-dessus 
de ce point) et que les deux portions d'oscillations, à droite 
et k gauche, seront identiques en durée et en longueur par- 
conrne. 
Ou étudie deux sortes de pmdules ; 
Première men l , on suppose que le corps est reduit à un 
point matériel, de dimensions inappréciables, et que la tige 
de suspension est absolument dépourvue de masse. Le sys- 
tème porte alors le nom de pendule simple. 

Kn second Heu, on restitue au corps des dimensions finies, 
et on ne néglige plus la masse réelle de la tige de suspen- 
sion. C'est alors le pendule compote. 

Nous commencerons par le pendule simple, qui u'est 
qu'une pure abstraction, mais auquel on peut eusoite rame- 
ner le pendule composé. 

317. — Pendule sinple. — Soit AOB le cercle vertical 
. sur lequel le mobile est assujetlï à se mouvoir en vertu de sa 
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suspension, et OE le diamètre vertical dont l'exiivinitë E 
détermine la position d'équilibre. 

D'après ce que nous avons vu pi-écédcmment , il est inu- 
tile de nons préoccuper du casoii il y aurait une vitesse ini- 
tiale. Supposons donc que le 
mobile, ayant été placé en un 
certain point A, à gauche, 
par exemple, de sa position 
d'équilibre, soit abandonné à 
lui-même, sous l'action de la 
gravité. Nous savons immé- 
diatement qu'il décrira une 
série d'oscillations entre les 
points symétriques A et B. Ce 
que nous voulons détermi- 
ner, c'est sa vitesse en un 
point quelconque M, ainsi 
que le temps employé pour y 
parvenir. 

La loi du mouvement sera exprimée par l'équation de la 
■ force vive , 

(1) Vds cm {P, ds) =dimD'; 

m étant la masse du mobile, P son poids, v sa vitesse au 
point m, » \a longnenr parcourue AM, et cos (P,dt) le 
cosinus de l'angle formé par la verticale M P avec la tan- 
gente M T. 

Au lieu de prendre pour variable analytique la longueur 
de l'arc, il revient au même de prendre l'angle décrit, puis- 
que le rapport de l'angle à l'arc est conslani et égal au rayon 
du cercle. Si donc nous désignons par l la longueur du 
rayon , par 9 l'angle inconnu MOE , et par a l'angle connu 
initial AOK, l'arc AM sera esprimé par /(a — 6). On aura, 
avec ces notations : 
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di=ld{a—B) = — m, 
CM (?,dt) =sin6, 
. d^ Piffl' 

En remarquant d'ailleurs que V=mg, ce qui hh disparaître 
la masse, l'équation de la force vive deviendra : 

[2) -9làam = iPd~. 

Effaçons le facteur commua /, et intégrons une première 
fois : on obtient : 

C+2ycos9=/^. 

La constante C se détermine par la coodition que la vi- 
tesse, ou bien -n, est égaleàzéro, lorsque 9=s(; donc 
C:= — igcosa. Par suite l'équaiion devient : 

(3) ^(c«9-c»=.)=f . 

On en tire : 

(ibis) dt~-Jl'.~ /^ ,. 

V2<? Kcose— cosat 

Il faut prendre le signe moina du radical, puisque t aug- 
mente à mesure que 6 diminue. 

Telle est l'équation qu'il s'agit d'intégrer pour avoir la 
Taleur de l'angle décrit, en fonction do temps, et par suite 
pour avoir la vitesse. 

On ne connaît pas l'Intégrale générale du second mem- 
Ere : on ne peut intégrer qu'approximativement , en déve- 
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loppant la quaDtité sous le radical en série. Les formules 
connues fournissenl : 



= 1~T + 



1. 2. 3. h 



chacune de ces séries est convergente, si l'on suppose que 9 
et X sont moindres que l'unité. C'est ce qui a toujours Heu 
en réalité, car on ne considère pas des oscillations s'écar- 
tant assez de la verticale pour que l'angle décrit soit supé- 
rieur à l'unité ou approche de deux tiers d'angle droit. On 
pourra donc en général remplacer les angles par leur déve- 
loppement en série, et arrêter la série à un terme d'un ordre 
suffisamment élevé pour que les puissances supérieures 
soient tout à fait négligeables. 

Si d et a sont assez petits pour que ht quatrième puissance 
puisse être négligée devant la seconde, l'équation (! bis) 

à la place 



d'oùi'on déduit, par les régies ordinaires, 

(U) t = t/L arc cos ( — \ . 

Il n'y a pas de constante à ajouter, puisqu'on doit avoir 
en même temps t^=o el^=a. 
On obtient ensuite aisément : 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



S2(l IIVBE VII. — PROBLÈMES SPÉCIADX. 

(5)8=«C«.(,^,^, = -.^».(,^; 

formules qui expriment, en fonction du temps, la valeur de 
l'angle décrit et de la vitesse angulaire. Il va sans dire que 

. la vitesse est égale à — ^ multiplié par /. 

SIS. — Pour avoir le temps employé à décrire nne oscil- 
lation entière , il suffit de remplacer S par « dans la for- 
mule (à), car l'angle —a ou l'angle AOE, pris en sens con- 
traire, correspond bien à la position B, extrémité de l'oscil- 
lation. La quantité — est alors égale à — 1, et l'arc quia — 1 

pour cosinus n'est autre que n, en sorte que la durée T de 
l'oscillation entière a pour valeur : 



(6) 



r=.^. 



Ce résultat, extrêmement simple, nous apprend que la 
durée des oscillations est indépendante de ce ou de la gran- 
deur absolue de l'angle décrit , pourvu , bien entendu , que 
cet angle soit dans tous les cas fort petit. En d'autres termes, 
quelle que soit la position initiale du pendule, par rapporta 
la position d'équilibre, la durée de l'oscillation sera la même, 
si l'angle d'écartemeni est suffisamment petit. 

On voit eu même temps que cette durée est proportion- 
nelle à la racine carrée de la longueur de la tige de suspen- 
sion , et en raison inverse de la racine carrée de la force 
motrice. 

On voit enfin que l'angle décrit au bout d'un nombre quel- 
conque d'oscillations conserve la valeur primitive a. En effet, 
dans la valeur cî-dessus de 6, mettons, à la place de t, un 
nombre n de durées égales à T ; substitution qui a pour ré- 
sultat de faire représenter à S l'angle décrit au bout d..' ces 
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n oscillations. Le cosinus de / il S. se réduit alors à — 1, et 

par conséquent l'iiiigle — 9 n'est autre que « : conséquence 

prévue d'après les considérations générales déjà exposées. 

La dui-ée d'une demi-osciliaiiou, ou le temps emptoyé 

pour aller de la position initiale à la position d'équilibre, est 

égale à ^ nt/-l . Si donc le pendule était écaiié infiniment 

V g 
peu de la verticale, il emploierait un temps fini pour y reve- 
nir : et cela doit être, puisque la force motrice, qui se réduit 
toujours à la composante tangenlielle, est alors infiniment 
petite, à cause de l'Iiorizoutalité presque absolue delà tan- 
-gente. 

La vitesse angulaire au point le plus bas de la courbe se 
déduit de la seconde des formules (5). Il suffit d'y rem- 
placer par t ta durée d'une demi-oscillation ^ny-. On 
trouve ainsi : 



=-»v/|= 



3i 

et consëquemmenl la vitesse absolue a pour valeur 

D = a V^, 

Mais , si A désigne le sinus-verse de l'angle a. ou la hauteur 
verticale du point A au-dessus de la position d'équilibre, on 
a A^/(l — cosa)^î/*', en négligeant les puissances su- 
périeures. Il en résulte, pour la vitesse en question, 

v= V^ïgk, 

c'est-à-dire qu'elle est la même que si le corps était tombé 
librement de la hauteur k. 
Si la durée T d'une oscillation est connue directement par 
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l'observation de la marche d'un pendule, on en peut déduire 
à volonté /ou g, on le rapport —.Ce rapport, par exemple, 
est exprimé par la relatiou 



Au lieu d'évaluer directement la durée d'une seule oscilla- 
tion, ce qui est impossible à cause de son extrême petitesse, 
on observe un très-grand nombre d'oscillations et la durée 
totale correspondante. Si n est ce nombre etT cette durée, od 

auranT^^T, ou T= - . La relation ci-dessus devient 

En général, si p désigne la force motrice quelconque, rap- 
portée à l'unité de masse, qui sollicite le mobile, on aura : 



(8) 



ce qui nous fait voir que l'intensité de la force est en raison 
inverse du carré du nombre d'oscillations effectuées par le 
pendule dans le même temps. Si donc on possède un pen- 
dule dans les conditions théoriques que nous avons suppo- 
sées ( et nous verrons bientôt comment on y parvient indi- 
rectement ), on pourra compai-er entre elles exactement les 
intensités des forces motrices successivement appliquées an 
mobile. En le faisant osciller, par exemple, dans un même 
lien, à des époques divei-ses, sous l'influence de la gravité, 
on verra si cette force naturelle varie ou non avec le temps. 
C'est ta un des moyens qui ont permis de constater que la 
pesanteur est constante en chaque lien du globe. Eu le fai- 
sant osciller, au contraire, dans des stations diverses, on a 
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pu coBsluter que la gravité reste la même sur un même pa- 
rallèle teirestre, mais varie d'un parallèle à l'autre ; cette 
circonstance tient, d'une part, S ce que le globe n'est pas 
parTailement spbériqne, mais aplaij aux pdies; et, d'autre 
part, à ce que sa rotation n'exerce pas la même inSueiice 
aux divers points d'un méridien, puisque les rayons des 
cercles décrits diminuent depuis l'équateur jusqu'au pôle. 
Enfin, eu prenant des pendules de même longueur, mais 
formés de toutes sortes de matières, avec des méUux, du 
bois, de la pierre, etc., on a reconnu que le nombre d'oscil- 
lations reste le même et que, par suite, g ne varie pas : d'où 
résuite que les masses des corps sont proportionuelles à 
leurs poids, propi'iété bien remarquable dont nous avons 
fait usage au commencement de cet ouvrage pour ramener 
la comparaison des masses à celle des poids. 
S19. — Reprenons acluellemeni l'éqnation (3) 



--^, 



{/2 cos 9 — 2 ces a 



que nous ne savons pas intégrer d'une manière générale, «t 
dont nous n'avons trouvé qu'une solution approximative au 
mo^eD de séiies convergentes dans lesquelles nous avons 
négligé les termes de quau-ième puissance et an delà. 

Cette méthode est basée sur la petitesse des angles d'os- 
cillatjons, et elle cesse de fournir des résultais suffisamment 
exacts, lorsque leur amplitude dépasse rertainee limites. 
No«s allons nous occuper de trouver la valeur de t sous une 
autre forme, qui convienne à toutes sortes de grandeurs 
d'angles. 

A cet effet, nous recourrons à une inconnue auxiliaire, 
qui est le sinus-verse de l'angle S. Posons donc ; 

1 — C0s9^:b, l — cosa^S; 

il ea résultera 
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dx 
et l'ëqualioii (3) deviendra ' 

Par suite, la durée îT d'une demi-oscillation sera égale à 
l'intégrale défiaie du second membre, prise depuis la limite 
»="€, qui répond à l'angle initial o(,jusqu'à la limite r=iO, 
qui répond à = 0. ' 

Comme on ne sait pas trouver l'intégrale générale dont il 
s'agit, nous remplacerons la fonction par une série conver- 
gente, dont cliaque terme isolément pourra être intégré. Si 
l'on applique la formule du binôme au facteur 

■ ■ ou (l — ~x) ' , ou (ronve : 






et cette série est nëcessairemeni convergente, puisque, * Hé- 

ûgnant un sinus-verse, -, x est toujours moindre que l'unité. 

Le second membre de l'équation (à) sera donc égal à 

— ; i/ - ; , successivement multiplié par cha- 

cnn des termes de la série. Ce second membre constiUiera 
donc lui-même une série, dont lous les termes seront de la 
forme 



V- 



l 1.3.5...(2i< — 1) x^dx 

i. 2» '2" \/Sx~3^ ' 



Car il est évident qu'en faisant n^=o, H^=l,n^i on 

reproduit chaque terme à partir du premier. La valeur de 
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;T sera donc égale kjtae somme d'iatégrales définies, prises 
entre les mêmes Umite& S el o , qui seront toutes de la forme 

_ ' i/î <-3-5...(2«— 1) i_ f ^dx 
'V ?"2.ù.6 2n '2" Jg \/6x-a!'* 

On peut iutervertir l'ordre de l'intégration, c'est-à-dire inté- 
grer depuis la limite o jusqu'à la limite S, ponrvu qu'on 
change le signe de îT. Le terme général de la valeur de ^T 
sera ainsi définitivement 



, /Tl.5.5...(2iJ— 1) J_ f^ ' 
'\l gl.k.%.. 2»' 2» J^\/|; 



x»<tx 



Représentons, pour abréger, par An l'intégrale définie in- 
diquée ; la durée T d'une oscillation entière aura pour ex- 
pression la série convergente : 



(5) 



T = V/Ï((..+1.|.,H-|^4V 



, 1.S.5 _ 
^2. 4. c'y 



Ag, A,, Al-., représentant les intégrales définies semblables 
à A" et relatives aux divers termes de la série, qui se dédui* 
sent du terme géoéi'al en fiiisant successivement dans celui-ci 
» = o, «=1, «=2... La question se trouve ainsi ramenée 
à cbercber la valeur de chacune de ces intégrales définies 
A„ A,, Aj.... Mais il est Tacite de voir qu'au lieu de les cal- 
culer l'une après l'autre, depuis la première, on peut n'en 
calculer qu'une seule, et puis les en déduire touleis par une 
loi très-simple. £q effet, si l'on écrit l'intégrale générale 



sous la forme I -^ — r- ;-~= 

1/6*- 




/^ 



on n'a pas de peine à en déduire : 
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f j'ai J—l,/,;;— 3-, (2.-1)6 Ç »"-'i» 



Et si i'on passe eosuite ans. intégrales définies, en remar- 
quant que l/€x — x' est nul pour les deux limites o et S, ou 
trouve '■ 



A. = '^" -•>«..... 




Il suitde là, en faisant successivement n=o,»=l 


,«=2 


*, = is... 




«.-5-tl-.. 




^.-^t-- 





et ainsi de suite ; en sorte que nous n'avons plus qu'à trouver 
la valeur de l'intégrale définie A„ c'est-i-dire 



X' 



^aniité évidenment égile à ir. 

L'eipreseion de la dnrée T d'une oscillation eniière de- 
vient alors, en mettant n en factear common , 

■] ■ 



(a.i.e) (2) 
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Celte ^rie est nécessairement convergente, puisque ^ est 

tot^ouis moindre que l'unité. Elle permet donc d'obtenir, 
avec une approximation iu>]éQnie, la durée d'une oscillation 
dont l'amplitude est toutà fuit quelconque. 

Si l'anf^e a est très-petit, S est sensibl^nent nul : eu né- 
gligeant tous les termes qui en sont affectési on relixtuve la 
formule connue T = 



-Vf 



Si l'on veut tenir compte de la première puissance de €, la 
durée T a alors pour valeur 



'v/|(' 



mant le siaus-verse en fonction de l'arc. On sait qu'on a : 
6= 1 — cos «^-s- — ,— 5— ;— r+ 



Négligeant toutes les puissance» de x supérieures à la se- 
conde , la durée T devient 



■''"s/jh^)- 



En désignant donc par T la durée calculée par la première 
méthode, et par T, la durée plus exacte que nous venons 
d'obtenir, on obtient : 



Ainsi, la durée réelle surpasse la durëe usuelle 7t»/- d'une 
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fhicUoa sensiblement égale à t^. Pour les oscillaiions dont 

l'amplUnde atteint jusqu'à 9°, le terme — représente une 

fraction moindre que -~; et , pour des angles de A à 5 de- 
grés, ce terme est égal environ à i-,',-. Cela signifie que sur 
trois mille oscillations, d'une amplitude de ù à 5 degrés à 
droite et à gauche de )a verticale, on commettrait une erreur 
égale à la durée de l'une d'elles. 

3S9. — Pendule timpte te mouvant dans un milieu 
réëittanl. — Cherchons maintenant ce que devient le mon- 
vendent du pendule, lorsqu'au lieu d'être soumis à la seule 
pesanteur il subit aussi rïnfluenc« d'une certaine résistance 
développée par un milieu tel que l'air ou l'eau. 

Cette seconde force n'est point consiante comme la pe- 
santeur, et il est tout i fait impossible d'assigner exactement 
la loi de ses variations. Mais l'e&périence démontre que, eu 
égard à la faible vitesse du pendule, il est permis de regar- 
der la résistance du milieu comme sensiblement propor- 
tionnelle à cette vitesse. 

En nous servant des notations employées dans la théorie 
du mouvement des projectiles (n" 310), nous représenterons 

la force variable en question par — ^ v ou par 1 4- ^■ 

Nous aurons k ajouter, dans l'équation (3) du n" 317, un 
terme représentant le travail dCt à cette seconde force. 
L'équation (2) deviendra donc pour le cas actuel 

(2) -,(ii«M9-P|^<«=if<(|i = PJ92?. 

Divisons les lermes par Pd'i, faisons tout passer dans un 
seul membre, et remplaçons sin 6 par 9, à cause de la peti- 
tesse de l'angle ; l'équation du mouvement se réduit à 
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gdB 



Or remarquera que nous avons suivi uoe marche unpeudif- 
réreate de celle dit a" 317, puisqu'au lieu de chercher direc- 

t^nenl la valeur de ;ïtïi après une première inlégralion, 



Nous sommes ameoës à opérer ainsi, par la présence du 

terme ^ ^, lequel introduisit la difTérentielle de 9 sous un 

radical. 

On sait obtenir l'intégrale complète de l'équation (8) ô- 
dessus. Elle est, d'après les résultats connus de l'analyse. 



h^) + ^m(,h^\e 



où c et c' représentent les deux constantes introduites par 
la double intégration, et où l'on a désigné abréviativement 

par h la quantité * A — ^ . 

On détermine les deux constantes arbitraires par la con- 
dition qu'à l'origine du temps l'angle B est égal à <x, et la 

vitesse angulaire -17 est nulle. 

Par suite, les valeurs de l'angle S et de la vitesse ^, à un 
moment quelconque, sont fournies par les formules 

' C'eit une circonslance asseï digne d'intérêt, qu'on sache intégrer e^scte- 
ment les Ibrmulet, quand on lient compte de ta résUtance de l'elr, el qu'on 
ne le sache pa^ , quond on la néglige. Ainsi la complication du problème 
djuamlqae wrre^pond à uDetimpUflcallon du pioliltme analitique. 
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(5) ».,|.«(,»v/|) + ^..(Mv/i)|.-". 

La durée T d'une oscillation entière s'obtient en remar- 
quant qu'à la fin de l'oscillation la vitesse doit être nulle, et 

que par conséquent, d'après la relation (6), l'arc f^\/f 

doit être égal Tt. Donc, le temps qui correspond à une 
oscillation entière est celui qui satisfait à la condition 



"Vt"" 



d'où, en désignant par T celle dui'ée particulière : 

Elle surpasse la dui-ée de l'oscillation dans le vide, puisque 
h e&t moindre que l'unité. On voit d'ailleurs que la difie- 
rence est d'autant moindre que la résistance du milieu di- 
minue, puisque k augmente en proportion, et que par suite 
A se rapproche de l'unité. A la limite, c'est-à-dire quand la 
résisunce est nulle, k est inTini el A est rigoureusement 
égal à 1 . On retrouve ainsi la formule connue pour l'oscilla- 
tion daus le vide. 

La relation (7) nous apprend que, quelle que soit la ré- 
sistance, les oscillations, dans un même milieu, sont Km- 
jours isochrones. Quant à l'amplitude des oscillations suc- 
cessives, elle décroit nécessaîremint avec le temps, puisque / 
figure eu exponentielle dunslavaleurdeO. Ou reconnaît sans 
ditliculté que ces amplitudes forment une progression géo- 

métiîque décroissante dont la raison est e *^ • 
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Lorsqae les oscillations BODt très-petites, ainsi que nous 
l'avons admis pour pouvoir substituer S à sin S, l'observa- 
liOQ directe prouve que dans l'air le décroîssement de l'am- 
plitude 1 lieu effectivemeDt suivant une progression géomë- 

trique, dont la raison e "* est extrémemeut faible. Il 
résulte des expériences de Borda, citées par M. Poisson, 
, qu'au bout de 1 ,800 oscillations, dont l'aagle pnipUir a avait 
été d'eaviroa on tiers de degré, l'amplitude n'était guère 
réduite qu'aux deux tiers. Cette circonstaoce permet d'ap- 
précier la valeur du coefflcieut h, puisqu'on a la relaiiou 



d'où l'on déduit que h ne surpasse l'unité que d'environ un 
quart de cent millionnième. On a donc le droit de négliger 
la résistance de l'air dans le calcul de la durée T. 

231. — M. Poisson ajoute que, lorsque les amplitudes 
sont un peu considérables, la décroissance n'a plus lieu ea 
progression géométrique, ou que l'air n'agit plus comme 
une résistance proportionnelle à la vitesse. 

Il est naturel d'adopter alors l'hypothèse qui parait con- 
venir aux mouvements plus rapides, et dont nous uous 
sommes déjà servis à l'occasion des projectiles. Nous admet- 
trons donc que la résistance du milieu est actuellement ppo* 
portiaonelle au carré de la vitesse. 

If'équatiou du mouvement deviendra 



(S) 



d^_JS_d 



relation dans laquelle on ne peut plus substituer, conune 
précédemmeut , l'angle à son sinus , à cause de l'amplitude 
des oscillations. 
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Llnlégrale preniëre, soas forme fiaie de cette éqRation, 
eu 

fji représente abrn-ïalivement la quantité -p 

On trouve, par ua calcul approximatif où l'on n^lige les 
quatrièmes puissances de x, que l'amplitude des oscillations 
successives décroît encore , mais non selon une progression 
géométrique ; et qu'en général si l'on désigne par «■_! etOi 
deux amplitudes successives, elles sont liées entre elles par 
la fonnule 

(5) ,.= a,-,-%l-'. 

On trouve également-que la vitesse, ii un moment quelcon- 
que, a l'expression suivante : 

La valeur de t qnt annule le second membre n'est autre qne 
la durée d'une oscillation entière, puisqu'à l'extrémité do 
l'oscillation la vitesse est efTeclivement égale à zéro. Or, 
l'angle a et le coefficient fi. sont trop petits pour que la 
quantité entre parenthèses puisse èire nulle. La valeur con> 
venable de t est donc celle qui annule le facteur de celle 
parenthèse, c'est-à-dire celle qui satisfait à la relation 



's/ïh 



d'où 



V't=' 
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La durée de l'oscillation est donc : 



'-^V- 



en sorte qu'elle est la mêmeque dans le vide. Ainsi, un milieu 
dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse 
n'influe pas sur la durée des oscillations. 

Mais, comrhe il est bien visible que le temps employé par 
le pendule pour effectuer sa première demi-oscillation, c'est- 
à-dire pônr atteindre sa position d'équilibre, doit être aug- 
menté par la résistance du milieu (puisque ce mouvement 
descendant est retardé par toute force de sens contraire à la 
vitesse), il faut nécessairement que le temps employé dans 
la deuxième demi -oscillation soit diminnë d'nne quantité 
correspondante, afin que la durée totale demeure la même. 
Celle circonstance tient à ce que dans la première demi- 
oscillation la résistance du milieu agit en sens contraire de 
la pesanteur, et par suite diminue la vitesse que cette der- 
nière force lui ferait acquérir, et qu'au contraire, dans la 
demi-oscillalion suivaule, la résistance du milieu agit dans 
le même sens que la pesanteur pour amortir cette vitesse ; il 
y a donc un double motif pour que dans la seconde demi- 
oscillation ^a vitesse acquise au point d'équilibre soit plus 
tôt détruite, et conséquemment pour que la seconde partie 
du parcours soit plus tôt terminée. 

II est inutile, ajoute M. Poi3S(ïn- dans la tbéorie com- 
t plète qu'il a présentée sur ce sujet, d'examiner l'hypothèse 
« d'une résistance proportionnelle au cube ou à une puis- 
« sance supérieure de la vitesse, car il n'en pourrait résul- 
u 1er, dans les valeurs de S et de v, que des termes dépen- 
« danu des puissances deix supérieures au carré, que l'on a 
c( regardés comme négligeables dans les calculs précédents. 
« En rapprochant ce qu'on vient de trouver de ce qui a été 
« dit plus haut (sur l'extrême petitesse du cot-fficienl A), on 



iM,Googlc 



S38 LIVRE VII, — raoBLËHES SPÉCIADX. 

« eti conclut que la résistance de l'air n'influe pas sur la 
u durée des très-petites oscillations du pendule, pour les- 
« quelles on néglige la correction relative à la grandeur de 
u l'amplitude. Quand on tient compte de cette correction, la 
« résistance a une petite influence, à cause qu'elle feit tarier 
« les amplitudes pendant la durée dn monTement. » 

333. — Ou doit remarquer que, dans les calculs qtn nous 
avons faits sur l'influence du milieu, nons nous sommes oc- 
cupé seulement de la résistance qu'il faisart nahre , et nous 
avons supposé que la valeur de g demeurait la même. Mais 
il n'en est pas ainsi en réalité, et les fluides ont un autre 
eflfet que de développer nne résisUnce an mouvement : ils 
diminuent aussi te poids des corps d'une quantité égale an 
poids du fluide déplat^. Ils agissent donc sur la valeur de g, 
et la rendent plus faible. Par suite, la durée de l'oscilla- 
tion se trouve augmentée d'une manière correspondante. 
II y a mfme à tenir compte de ce que la perte de poids est 
pins grande de moitié, comme Ta démontra l'expÂriencé, 
pour un corps qui possède un mouvement oscillatoire que 
pour un corps qui est en repos. Il ftiut donc, lorsqu'on pen- 
dule oscille dans uu Auîde, diminuer le nombre théorique g, 

qui correspond au cas du vide, d'une quantité âgale à ^ gf, 

p élant la densité du fluide. En soite'qne, si l'observation du 
pendule avait pour iwi' de dttertAlner la valeur de la gravité, 
il faudrait, dans la forniule qui contient la durée et le nom- 
bre d'oscillations constatées par l'expérience, remplacer g 

par 3 — -zgf, et la relation deviendrait 



-s/: 



SSS. — Pendule composé. Dans le pendule composé 
n suppose que le corps oscillant n'est pas réduit à un 
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simple point matériel, mais qu'il possède, au contraire, des 
dimensions finies, ainsi que cela a lieu efTecUvement dans la 
pratique. En ontre, on n'admet plus que la masse de la li^çs 
de suspension est malhématiqueinent nulle , mais on la fait 
entrer en ligne de compte , comme celle du corps oscillant 
lui-nièrae. Dès lors le problème à résoudre est celui du mou- 
vement d'un solide, de forme quelconque, tournant autour 
d'un axe horizontal sous l'influence de la pesanteur. La tige 
et le corps suspendu ne sont plus que les parties d'un même 
solide traversé par l'axe de rotation. 

Ces pendules étant les seuls dont on puisse disposer réel- 
lement, il est très-essentiel d'eu faire la théorie. 

On sent que le mouvement du pendule composé doit don- 
ner lieu ù des considérations spéciales. Car, pour jie parler, 
par exemple, que de l'influence des dimensions finies du 
corps oscillant, il est bleu évident qu'on se trouve en pré- 
sence d'un système de points matériels dont les mouvementa 
respectifs , par suite des liaisons mutuelles , ne peuvent être 
les mêmes que s'ils étaient absolument libres et indépen- 
dants les uns des autres. Nous savons en effet, d'après l'étude 
du pendule simple, que la durée de l'oscillation d'un point 
matériel est proportionnelle à la racine carrée de la lon- 
gueur de la tige ou à la racine carrée de la distance du point 
matériel à l'axe de suspension. Si donc les divers points dont 
l'ensemble constitue le corps solide se mouvaient isolément, 
les durées de leurs oscillations respectives différeraient entre 
elles dans le rapport des racines carrées de leurs distances 
à l'axe commun. La plus grande inégalité serait exprimée 



ry/l. 



I en désignant par / la distance du point le 

plus rapproché , et par l+S celle du point le plus éloigné. 
Mais, comme , en réalité , la durée des oscîllalioas est la 
même pour tous , puisqu'ils sont invariablement liés entre 
eux, on en conclut que le mouvement des uns a du se trou- 
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vpr retardé et le mouvement des autrps accéléré ; et qu'un cer- 
tain point iniermédiaire, situé dans l'intérieur du solide, con- 
serve le même mouvement que s'il était absolument libre. 

Cette dernière remarque est du plus haut intérêt, car elle 
fait entrevoir la possibilité immédiate de réaliser un pen- 
dule simple , ou , pour parler plus exactemeot , un pendule 
composé qui soit équivalent à un pendule simple. Toute la 
difficulté consiste à trouver la position du point du solide 
dont- le mouvement reste le même que s'il était libre. La 
distance de ce point à l'axe de suspension représentera la 
longueur d'un pendule simple, dont la masse, égale à celle 
du pendule composé que l'on considère , serait exactement 
condensée en ce point unique. 

Tel est Je problème que nous allons résoudre. 

Quelle que soit la Torme du solide total constitué par les 
diverses parties mobiles de l'appareil, l'équation des forces 
vives suffit toujours pour déterminer le mouvement , puis- 
que le système est à liaisons complètes. On fera donc usage 
dans tous les cas de la relation 

(1) Pdiim{P,ds)=dlinw^, 

P désignant la force totale appliquée au système, — laquelle 
n'est autre que le poids du système, agissant au centre de 
gravité, — ds l'arc élémentaire décrit par le centre de gra- 
vité, m la masse d'un seul point matériel, et v la vitesse de 
ce point quelconque. 

Nous allons transformer cette équation en y introduisant 
les notations précédemment adoptées. 

Soit donc a l'angle initial pour un certain point du sys- 
tème, 9 l'angle formé avec la verticale au bout d'un temps 
quelconque, et l la distance de ce point à t'axe fixe ; soit en 
outre M la masse totale du système et /, la distance du 
centre de gravité au même axe. 
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Sî nous remarquons qu'on a : P = Mg, d* ^= — l^d^, cos 

(P,(/»)=îSin ^f^^^^^ ~jïi i l'^qiiaiion ci-dessus deviendra ; 

(2) — yigl,d^mk^=ilmP.d^. 

La quantîié ^mP, qui figure dans le deuxième membre, 
n'esl autre chose que le moment d'inertie du corps, par rap- 
port à l'axe de suspension. Or l'on saii, d'après la proposi- 
tion du n" 175, que ce moment d'inertie est égal au moment 
piis par rapport à une droite parallèle à l'axe , menée au 
centre de gravité , plus te produit de la masse totale par le 
carré de la distance du centre de gravité à l'axe fixe. On 
pourra donc remplacer 'î.mP par MK^ + M/,', en repré- 
sentant par MK^ le moment d'inertie relatif au centre. Il 
viendra ainsi : 

— gl, sin m = i (K' -I- IM — . 

Intégrons une première fois, nous aurons : 

C -1- %/, cos 9 = {K' -t- V) ^ . 

Un détermine C par la condition que, pour 9=a, la vitesse 
est nulle : donc C^ — 3^/, cos «. Finalement l'équation du 
mouvement devient 

-COS«)=jp. 

Le calcul se continue sans difficulté : on extrait la racine 
carrée des deux membres , et on intègre une seconde fois , 
ce qui donne t en fonction de 6. On peut dès lors déterminer 
l'angle décrit et la vitesse au bout d'un temps quelconque , 
ainsi que la durée des oscillations. 
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Sans insister jlavantage sur ces opérations, en tout sem- 
blables à celles que nous avons déjà effectuées pour le pen- 
dule simple, nous ferons une remarque capitale : c'est que 
l'équation (3), obtenue ci-dessus pour exprimer le mouve- 
ment du pendule composé, coïncide exactement avec l'équa- 
tion (5) obtenue au n" 317 pour exprimer le mouvemeut du 
pendule simple , à cette seule différence près que le coeffi- 
cient f'ï^'/i du premier membi'e y remplace le coeffioiea 

-?■ , ou , ce qui revient parfaitement au même, que le fac- 

leur - j.' . 3 y remplace -j ■ 

Supposons donc qu'on choisisse un pendule simple , dont 

la longueur de tige / soit telle que ■t-^= j. ' ., ■ {l, éunt 

la distance connue du centre de gravité du pendule composé 
auquel on a réellement affaire); il s'ensuivra que les oscil- 
lations du pendule simple seront identiquement les mêmes 
que celles du pendule composé. Ainsi le pendule composé se 
meut comme si toute la masse était condensée en un point 
unique, dont la distance l à l'axe est déterminée par la con- 



(4) ( = (,+^. 

Lors donc qu'on fait osciller im pendule (qui nécessaire- 
ment est cotnposé^, il faut lui appliquer la formule connue 
du pendule simple, en ayant soin d'attribuer à la tige de ce 
pendule simple la longueur déterminée par la relation (i). 

La valeur de / s'approchera d'autant plus de l, que -j~ 

sera moindre, on (|ue /, sera plus grand et K^ plus petit. La 
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dilTéreuce en question diminue lorsque le centre de gmvîté 
s'éloigne de l'axe de suspension , et que les points matériels 
sont plus rapprochés de ce centre de gravité. 

32i. — Coîtte'quenees. Si l'on mène, dans la masse du 
pendule composé , uue droite parallèle à l'axe , située dans 
le plan de cet axe et du centre de gravité , et à la distance 

retardée par sa liaison avec les autres parties du pendule. 
£ntre tous les points de cette parallèle, on nomme spéciale- 
ment eetUre d'oieillation celui qui est situé sur la même 
perpendiculaire à l'axe que le centre de gravité. Quant au 
point déterminé sur l'axe par ladite perpendiculaire, on l'ap- 
pelle centre de tutpention. Ces deux points figurent le pen- 
dule simple équivalent au pendule composé. 

Supposons que, le centre d'oscillation ayant été déterminé 
comme il vient d'être dit, on le prenne pour centre de sus- 
pension du pendule composé ; en d'autres termes, supposons 
que le pendule oscille actuellement autour d'un axe qui n'est 
autre que la parallèle menée précédemment dans l'intérieur 
du solide. Le nouveau centre d'oscillation du pendule se dé- 



gnant la distance du centi'e de gravité au nouvel axe fixe, 
et M K' le moment dioertie par rapport au centre de gra- 
vité , moment qui n'a pas changé. Mais remarquons que ). 
n'est autre chose que la diSërence entre l'ancienne valeur de 
/et /, : puisque les centres d'oscillation, de gravité et de 
suspension sont en ligne droite. 

Ainsi : 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



344 LIfBE vil. — PBOBLËUES SPÉCIAUX. 

Donc la distance du nouveau centre d'oscillation, repré&en- 

lée par ). -|- -i- 1 a pour valeur 



valeur qui est précisément la valeur de t précédenimeiit 
trouvée. Donc le nouveau centre d'oscillation coïncide avec 
l'ancien centre de suspension. On énonce cette propriété v» 
disant que les centres d'oscillation et de suspension d'un 
pendule composé sont réciproques l'un de l'autre. 

Remarque. — On comprend l'avanlage qu'offre la possi- 
bilité d'assimiler toujours un pendule composé quelconque à 
un pendule simple de longueur convenable et Tacile à déter- 
miner. On n'a plus à se préoccuper de construire un pendule 
se rapprochant du pendule théorique : préoccupation qui 
conduirait d'une part à affaiblir beaucoup la masse de lu 
lige, et par suite à en compromettre la rigidité et l'Invariabi- 
lité ; et d'autre pan à donner au solide suspendu une Toniie 
sphérique. Dès l'instant que ces considérations se trouvent 
sans valeur, on ne songera plus qu'à la bonne construction 
de l'instrument. On ne craindra pas, par exemple, de grossir 
la tige et de donner au solide une forme lenticulaire qitt soit 
mieux à l'abri de la résistance du milieu *. En un mot , on 
pourra se placer dans des conditions bien plus favorables 
pour les expériences. 



' k latérite la rëaialoDeedn milieu n'altère pag la dnrëe des nfclUatlon», 
malt ell« dlminne l'amplitude, et par Balte arrête le mouvement du pen- 
dule ; K qui est un grand Inconvénient pour toutes les expértenccs qui né- 
ce?ri1ent une marche prolongée de l'appareil. 
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MOUVEMENTS PLANÉTAIRES. 



Il s'agit, dans ce chapitre, de rechercher le monveiiieiit 
que prend un corps solide sous l'action d'une force appli- 
quée à sou centre de gravité, constammem dirigée vei's un 
point fixe, et inversement proportionnelle à In dUtance du 
centre de gravité à ce point fixe. 

Celle sorte de mouvement a reçu le nom de planétaire, 
parce qu'on peut lui assimiler celui que possèdent effecti- 
vement le* divers astres de notre système. 

Celte assimilation, avec l'exposé des faits d'observations 
sur lesquels elle e^t basée, sera l'objet de la seconde partie 
de ce chapitre. Nous nous bornons, en ce moment, à traiter 
la question théorique, abstraction faite de ses rapports avec 
les phénomènes réels de la nature. 

Heeherehe an ■«■¥«■«■1 pr«daU p*r iine force 

««■traie, «■! varie ea ralfWH iMverM en earri 4e U 

4iBt«aee. 

325. — Avant de résoudre le problème spécial qui nous 
occupe, nous pouvons, dès maintenant, remarquer que, la 
force motrice étant de lu catégorie de celles que nous avons 
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iiomiDëes l'orces ceutrales (mécanique générale, n" 91) le 
mouvement qui en résulte doit oiïi-ir les propriétés qui cor- 
respondent à ces deruières. 
Ainsi, le mouvement s'efTeciue dans un mi^mc plan ; 
Les aires décrites par le mobile sont propoitionuelles au 
temps ; 
Le moment de la vitesse est constant ; 
etc., etc. 

Mais, outre ces propriétés générales, nous aumns à en 
constater d'autres qui dérivent de la loi particulière de la 
force centrale qui est ici en jeu. Tel est l'objet de la théorie 
qui va suivre. 
Soit donc le centre fixe, OX et 0¥ deu\ axes rectan- 
gulaires, M la position à un 
instant quelconque du mo- 
bile de masse m , et P la 
force motrice. 

Nous devons écrire que , 
suivant chacun des axes, la 
composante de la force est 
- égale à ta masse multipliée 
par raccélératiou de la com- 
posante de la vitesse. 
fit- ai- On aura donc , pour déter- 

miner le mouvement, les deux équaiioas : 

X=m— Y=m^ 

Il faut remplacer X et Y par leurs valeurs qui sont données. 
A cet effet, désignons par f* l'intensité connue de ta force P, 
rapportée à l'unité de masse et à l'unité de distance. Le mo- 
bile étant en M et sa masse étant égale à m, l'intensité P 

sera représentée par - j; - - ^ - 3 , puisque lafoi-ceestsupposée 
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varier en raison inverse du carré de la disiaiice, el que cette 
disianceOM estégaleà \^x^-i-y^. Pouv avoir les compo- 
santes X et Y, il suffît <Je multiplier celle quantité , " ^ 
par les cosinus des angles que forme la droite "0 M avec les 



quons, d'ailleurs, que ces composâmes sont toutes deu\ né- 
gatives; les équations ci-dessus deviendront 

(1} f^ ^ '^^ . t^_ =^ 

Tel est le système qu'il faut résoudre pour obtenir ;r et y 
en fonction de t, et finalement pour déterminer toutes les 
circonstances du mouvement. 

On peut donner à ces équations une forme plus simple en 
choisissant d'autres ax.es de coordounées mieux appropriées 
à la nature du problème. Op reconnaît, en effet, avec quel- 
que réflexion, que les éléments qui jouenl le plus grand rôle 
sont : 1" le rayon vecteur M , puisque l'intensité de la force 
est inversement proportionnelle au carré de sa longueur ; 
T l'angle décrit MQX, puisque cet angle varie proportion- 
nellement au temps. On est ainsi conduit à faire choix de 
coordonnées polaires, où ces éléments devront figurer d'une 
manière directe. 

Soit donc OM^r le rayon vecteur, et M 0X^9 l'angle 
formé, au bout d'un temps quelconque, avec une droite 
fixe OX. 

On ■ passera de l'ancien système d'axes au nouveau , en 
remplaçant, dans les équations (1), s et y, par leurs valeurs 
en fonction de r et 9, valeurs qui sont : 

(a) x^rcasQ, y^r sinS, J;'-+-.y' = /■'. 
Avant de faire la substitution, nous cotnbinerons entre elles 
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ces équatiofls (1) de Taçon à rendre ensuite la subsiitiilion 
plus Tucile. 

Si on multiplie la première relation par y et la seconde 
par X, et qu'on les retranche l'nne de l'antre , les premiers 
membres diqnrattront, et l'on aura simplement 

(Pu (Px 

d'où l'on déduit par une premièr(^ intëgralioA 
/a\ liy «'^ 

c étant une constante qu'on déterminera par la connaissance 
de la vitesse en un certain point, par exemple à l'origine du 
mouvement. Remarquons que cette équation (a), qui rem- 
placera une des relations du système (1), est précisément 
celle qu'on a trouvée au n° 91 , en recherchant la propriété 
det aire*. 

On obUendra une seconde équation , en multipliant res- 
pectivement par ds et dy, et ajoutant : la somme des pre- 
miers membres est égale à — -^ ' et la somme des seconds 

membres repi-éscnte la diflerenlietle du demi-carré de la vi- 
tesse, ou d-,v*ii\ vient donc : 



d'oH l'on tire, en int^^rant, 

k étant une autre constante qu'on déterminera par la con- 
naissance de la vitesse qui correspond à une certaine dis- 
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tance du centre fixe, par exemple an point de départ. Cette 
relation (3) n'est autre que celte de la force vive. 

Actuellement faisons le changement de coordonnées dans 
les éqnaiions (2) et (3), <|uî remplacent te système (1). 

Au moyen des valeurs (a) , on trouve aisément xdy — ydx 

» jft . . '''"'' + «'ï' dr'-t-r^dB' ... 
^r'aSiCtï^s — V . ' = — -33 ; les équations de- 
viennent donc ; 

{h) r'd6=cdt, 

(5) ^1^' = ^_*. 

En éliminant dl entre ces deux relations , on obtient pour 
l'équation de la trajectoire ; 

(6) ^,= "^'- , ^ 

r l/-—r'k + 2itr~c' 

Poureffectnerptus ais^ent celle intégration, posons 9= -, 

dr 

d'oùdq= J-- Si nous substituons dans l'équation (ô), 

elle devient ; 

dB = "^ 

qu'on peut écrire : 

w»= t^ 



^i5^n?^,.(|î=^:- 



riUSUIIH . > , — i . - 

c^dq 
en résulte a/»=--r=|=T=ï 
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a étant un angle constant qu'on dcienniDe au moyen de la 
valeur connue de l'angle S, qui correspond à ww certaûie 
longueur du rayon vecteur, par exemple à l'origine du mou- 
vement. 
On déduit de là finalement, eu rétablissant la variable r. 



Telle est l'équation de la trajectoire que parcourt le mobile. 
Or, l'équation générale des sections coniques, en coordon- 
nées polaires, est 

(c) r- "<'-"'' 

^ ^ 1 + « eos (9 — «} ' 

où a représente le demi -grand axe, e l'excentricité et a 
l'angle formé par le grand axe avec l'axe polaire. Si nous 
rapprochons celte relation de celle que nous venons de trou- 
ver pour la trajectoire du mobile, nous reconnaîtrons que la 
forme en est semblable, et qu'on peut rendre les deu^ équa- 
tions tout à fait identiques , en disposant des valeurs de a 
et e de manière à ce qu'on aU : 



La trajectoire est donc une section conique dont le grand 
axe et l'excenlricité satisfont aux l'elations (8). 
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Ou sait d'ailleurs que l'équation génévate des sections co- 
niques représente' indiferemment l'une quelconque d'entre 
elles , selon les valeurs qu'on attribue ii l'exceatricité «. 
Ainsi : 

La courbe est une ellipse, si l'oi suppose ' < 1 ï 

Elle est une parabole, si l'on a «=1; 

Elle est lue hyperbole, si l'on fait e > l. 

Dans le cas de la parabole, oii «=1, on sait que, dans le 
numérateur a (1 — e'), le facteur a reçoit une valeur infinie 
en même temps que la quantité 1 — ■«' devient nulle; le pro- 
duit garde une valeur finie, qui n'est autre que le paramètre 
de la parabole. 

Revenant à l'équation (7) de la trajectoire du mobile , 
on voit que cette trajectoire sera l'une des trois seclioos , 

suivant les valeurs du coefficient » /i _^ 2£_ , qui exprime 

V f." 

l'excentricilé «. Oi', pour que ce radical soit plus grand ou 
plus petit que 1, il faut que k soit négatif on positif, puisque 

-l est essentiellement positif. D'un autre cAté, nous avons 

va, dans l'équation (&) ci-dessus, que k représente la valeur 

de -^ — r' à un certain point de la courbe, par exemple k 

l'origine du mouvement, en sorte que A=^— " — v\, en affec- 
tant de l'indice zéro les valeurs initiales de v et de r. L'es- 
pèce de la courbe dépendant dn signe de k , cette courbe 
sera : 

Une ellipse, si v„^ < ~. c'est-à-dire si Aestpositif; 

Une parabole, si r,,^ = -t- . c'œt-à-dire si k est nul j 

- Une hyperbole, si j^/ ?■ ^ . c'est-à-dire si k est négatif. 
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D'où il suit que l'espèce de la courbe ne dépend que de la 
grandeur de la vitesse initiale et nullement de sa direction. 
Ainsi divers mobiles, lancés du même point, ou lancés de 
points à égale distance du centre ii^te avec la même vitesse, 
mais dans des directions tout à fait quelconques, décriraient 
tous des tr^ectoires de même espèce. 

Il est bon de remarquer en passant que dans tous les cas 
on doit avoir 

. kc' 



sans quoi la courbe serait imaginaire. 

La détennination des éléments géométriques de la section 
conique s'opère sans difficulté. L'on déduit en effet des i-ela- 
lions (8), 

* V f*' 

le demi-grand axe et l'excentricité sont dès lors connus en 
fonction de c et de k, c'est-à-dire en fonction de la vitesse et 
de la position du mobile à un certain moment, par exemple 
k l'origine du mouvement. On obtient aussi nue relation 
simple pour exprimer la vitesse en un point quelcopque de 
la courbe. On a tu en effet : 

r 
Or 

t=iii 
a 

Donc 

<„ ...=.(1-1). 

326. — Pour résoudre complélemeiu le problème , il faut 
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li-ouver U loi du mouvement sur la trajecloiie , c'est-à-dii'c 
la position et la Vitesse du mobile en ronction du temps. 

£d portant dans l'égnution (ù). la valeur àedQ fournie pur 
l'équation (6), il vient : 



nous y introduirons les éléments de la section conique, à ta 
place de c et h, en Taisant usage des relulions (S bU ) , ce 
qui donnera : 

rdr 

(10) - 



"y'^y/aV-Cr-»] 



Pour ta commodité de l'iutégration, l'ecourons à une i 
connue auxiliaire u, telle que 

(H) .r = a(l — ccosw). 

L'équalioD précédente se changera en celle-ti - 



dt=a \l~~ (1 — e C08 «} rfu . 



On pose, pour abréger, — = o y — , ce qui lui donne la 
forme 

(13) ndt = {\ — eoMu)dtt. 
L'intégration s'effectue dès lors aisément, et fournit : 

(13) nt=u~ eàau-y-k', 
A désignant une constante qui dépend de la valeur de r, et 
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par suite de « ou de la posilion do mobile, à un cprtflin 
moment, par exemple, à l'origine du mouvement. 

Au moyen de la relation (13), on connaît» et, conséqueut- 
ment, le rayon vecteur r en fonction dn temps. On obtiendra 
sans difficulté , pareillement en fonction du temps , les va- 
leurs de l'angle décrit 9 et de la vitesse r. Le problème est 
complètement résolu. 

En résumé, on voit que , sous l'action d'une force cen- 
trale variant en raison inverse du carré de la disunce, le 
mobile décrit une section Conique dont le foyer est placé 
au centre fixe. L'espèce de cette trajectoire dépend uni- 
quement de la vitesse du mobile en un point déterminé, 
par exemple, de la vitesse au point de départ. Quant aux 
éléments géométriques de la section conique, c'est-à-dire le 
grand axe et l'excentricité, on les déduit aussi de la con- 
naissance de la vitesse et de la position initiales. Enfin la 
vitesse en un point quelconque dépend aniqUemeilt de la po- 
silion du mobile sur sa trajectoire, et nullement du temps 
employé pour y parvenir; de telle sorte qne, si la trajectoire 
est elliptique, et que, par suite, le mobile repasse périodi- 
quement par les mêmes points, les vitesses s'y conserveront 
indéfiniment sans altération. La vitesse aura un maximum 
et un minimum qu'on détermine fort simplement j il suffit de 
se reporter à l'équation qui exprime la vitesse en fonction 
du rayon vecteur , 



Le minimum de fa vitesse répondra évidemment au maxi- 
mum de r, et le maximum de la vitesse au minimum de r. La 
vitesse sera donc la plus grande au point A, où le grand axe 
rencontre l'ellipse, et elle nr» la pins petite à l'extrémité 
opposée 8. 

Si l'on Suppose que le mouvement a lieu dans le sens de 
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à55 




la flèche, la vitesse diminuera dans toute la moitié supé- 
rieure de l'ellipse, et augmeniefa dans la moitié inférieure. 
Cela doit être : car, si l'on considère le mobile en un poiut 
quelconque M , situé 
j,^ dans la partie supé- 

^sJV rieure , on sait que la 

normale MN 3 la courbe 
iT coupe toujours le grand 
axe à gauche du Toyer 
0. Donc ta foi-ce mo- 
trice , dirigée suivant 
MO, donne une compo- 
se- »*• santé tangentîelle diri- 
gée suivant MT, c'est-à-dire en sens contraire du mouve- 
meni ; et, en conséquence, la vitesse est constamment di- 
minuée le long de la partie AEB. On verrait de même 
qu'tlle est augmentée le long de BFA, parce que la com- 
posante tangentîelle agit alors dans le sens du mouvement. 
En général, deux pDSÎtions M et M', prises symétriquement 
par rapport ait grand axe, correspondent à des vitesses égales. 
Pour avoir la durée d'une révolution du mobile, c'est-à- 
dire d'un parcours total de l'ellipse, il faut remonter à la 
formule (13), ety remplacer MBuccessivement par les valeurs 
qui correspondent aux Myons Tcctetirs des sommets A et B. 
On aura ainsi une demi-révolution, et il suffira de doubler 
le l'ésultat. Or, la relation (11), qui existe entre r et u, 
montre que les valeui-s de u, qui correspondent aux deux 
rayons vecteurs en quesiîon, sont u = o et u= n. Il vient 
ainsi, en appelant T la durée d'une révolution : 



» r = n 



car la constante h disporartdanB cette iniégrale déAste. 
De là on déduit 
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T = 2ait./I. 
V (i 

Si T et a sodI connus directement par l'obseiTation , on 
peut détei-miner la force, qui a pour valeur 

ftit'a' 

327. — Remarque. L'inconnue auxiliaire u dont nous 
avons fait usage pour faciliter llntégnilion implique, d'a- 
près la manière même dont elle Ggure dans la relation (11), 
que la trajectoire du mobile est une ellipse, ou que e est 
moindre que l'unité. Car, si e était plus grand que l'unité, la 
valeur de r pourrait être négative pour certaines valeurs 
de u, par exemple, pour u=o; ce qui est tout à fait ab- 
surde, puisque la longueur r est essentiellement positive. 
Dans le cas ou la courbe n'est pas uue ellipse, la relation 
(11) ne peut donc plus convenir, et la forme du calcul doit 
être différente. Si l'on suppose, par exemple, e = 1, ce qui 
correspond à une ir^ecioire parabolique, l'équation (7) de- 



1 + cos (9 — a) 

Le numérateur n'est autre cbose que le paramètre de la pa- 
rabole, que je désignerai abréviativemenl par p. 

Hevenons à l'équation (Ji), qui est indépendante de l'es- 
pèce de la section conique, et remplaçons-y r par celte va- 
leur, afin de trouver l'angle 6 en fonction de t. Dans cette 
substitution, nous ferons figurer le paramètre p au lieu de 
la constante e du second membi'e, constante qui, d'après la 

relal ion p == — , est égale à \/{>-p . Oo aura ainsi : 
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''Vft jH-cos (6 -«))''■ 

Prenons nue inconnue iiusiliaire co, telle que 2u^9— «; 
il en résulte 

d'oii enfin, par une inlëgralion, 

(")' = il'v/f |oi«i («-«) + «"!'U8-«)H-»l 

h désignant une constanie dont la valeur dépend de l'angle 
rormé par le rayon vecteur avec l'axe polaire, ù l'origine do 
mouvement. 

On n'a aucun intérêt à considérer le cas de l'hyperbole, 
parce que les phénomènes naturels n'offent point de réalisa- 
tion de cette trajectoire. 

La vitesse sur lu trajectoire parabolique, qui correspond 
aux diverses positions du mobile , se détermine sans diffi- 
culté. Cette vitesse est, en effet, toujours soumise à la loi 

seul«nent k n'a plus la même valeur -^ -que dans l'ellipse. 

Les relations analogues aux relations (8) et qui conviennent 
à la parabole, sont : 



d'où l'on déduit immédiatement k=o. La vitesse est donc 
simplement exprimée par 
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L'on 'voit d*api<è6 cela que celle vitesse aura son maximum 
au sommet de la parabole, pour lequel r esi nÙMinam, et 
qu'elle décroîtra ensuite indéfinîmeiit, sans qu'on puisse as- 
signer aucune limite fi ce (ycroïssemeDt, puisque r n'est pas 
susceptible de maximum. 

filtre Remarque. — Pour que la courbe ^oït un cerc\e, 
il Taut que l'excentricité e soit nulle. Il en résulte immé- 

diatomeBtr=za, et par suite, »'=(*( j = ",cequi 

rnontre que la vitesse est constante. En même temps la fqrw 

Wûiricfl \ devieat ^ ou — , quuttté égaleHient cuastaMe. 

Celte conséquence él^it du reste évidente à priori, et l'on 
avait déjii eu occasion de la signaler d'une manière géné- 
rale on parlant des forces centripèlcs. 

Aasinllalion dc« ncnvéBicBtii plaaétalrcff. 

338. — Ainsi que nous l'avons énoncé au commencement 
de ce chapitre, l'observation directe des phénomènes a con- 
duit à assimiler les mouvements des planètes avec ceuxque 
nous venons d'éliwlier' : eu d'autres termes, on a rcconaa que 
chaque planète se meut duns l'espace comme si une force 
constamment dirigée vers le soleil et variable en raison in- 
verse du carré de la distance était appliquée à son centre 
de gravité. 

Les résultats d'observation sur lesquels cette assimilation 
est fondée, sont désignés colleclivemeiU sous le nom de Lois 
de Kepler, en l'honneur du grand homme qui les a dé- 
couvertes. 
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Ces Lois sont au nombre de Dois. Les deux premières dé- 
terminent la force à laquelle le mouvement d'une planète, 
considérée isolément, peut être attribué. La dernière établit 
un rapport entre les favces motrices des diverses planètes. 

1" Loi. — Le mouvement de chaque planète s'effectue 
dans un même plan, et l'aire engendrée parle rayon vecteur 
mené de la planète au soleil augmente proportionnellement 
au temps. 

2" Loj. — La tr^ectoire est une ellipse dont le soleil oc- 
cupe l'un des foyers. 

3' Loi. — Les carrés des temps employés par les diverses 
planètes pour accomplir leurs révolutions autour du soleil 
sont respectivement proportionnels aux cubes des ^nds 
axes de leurs ellipses. 

Il Tant remarquer que ces trois Lois se rapportent au cen- 
tre de gravité du soleil et à celui de la planète. 

Nous ne nous occuperons d'abord que des deux premières, 
qui sufllsent évidemment pour assigner la loi de la force 
motrice, puisque, la trajectoire éunt plane, il ne doit y avoir 
que deux équations du mouvement. 

La première Loi nous permet immédiatement de conclure 
que la force DiotrLce pftsse coDstamment par le soleil i et, 
comme la trajectoire est elliptique, il s'ensuit que la planète 
est à chaque instant déviée de sa tangente pour être rame- 
née vers le soleil : donc la force est dirigée vei-s cet itstre, 
ou, selon la locution consacrée, est attractive. 

Si d'ailleurs on désigne par c le double de l'aire décrite 
pendant l'unité de temps, cette loi, exprimée avec des coor- 
données polaires, fournira une première équation 

(1) r'rfe=erft. 

La «econde Loi nous dfmnera aussi une relatioa. En effet, 
l'équation polaire de l'ellipse est 
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(2) r=- 



H-*cos(9— «] 



«D déûgDaDt par a le demî-graDd ax«, par e l'exceotrieité^ 
et par a l'angle formé par le grand axe avec l'axe polaire. 

Il Doas faal exprimer qne la force inconnue agit préôsé- 
ment pour déterminer la trajectoire dont nous ventHis d'écrire 
l'équaiion. 

A cet efiet, remarquons qne, daos un mouvement quelcon- 
que, l'expression de la vitesse en coordonnées polaires est : 



Mais, en vertu de ce que la force est centrale, ou a, comme 
nous venons de le voir (éq, !)<(*'= — -^, d'où, a|»ès des 
transformations convenables, 

Mais de l'équatioD de l'ellipse on déduit aisément : 

1 1 + c cos (9 — g) r _ — gsinÇg — g) 

,. — «(1 — e'} • de ~ a(l - O ■ 

Substituant ces valeurs dans la relation (3), il vient : 

Nous allons faire intervenir la force inconnue, et, par suitif, 
en déterminer la loi an moyeu des éléments qui flgnrent 
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dans celle relatioo. Eo effet, on sait que l'intensité d'une 
force centrale quelconque satisfait à l'équation 

en désignant par R cette force rapportée à l'unité de masse. 
Il fïiut prendre le signe plut ou le signe moin*, selon qne 
le mobile se rapproche ou s'éloigne du centre fixe. Suppo- 
sons, par exemple, qu'il s'en éloigne ; on écrira donc : . 

— 1ïidr = dv^. 

Or, de ['équation (Jt) on tire par dïfférentiation : 



«(l-O--'' 
Il en résulte , en égalant ces deux valeurs de di^, 
(5) R=---£l---. 1, 

ou bien R = -^ . 

en posant pour abréger f^^ —t-, ï;: ■ 

La relaiion (5) nous montre ainsi que la loi de la force 
consiste à varier en raison inverse du carré de la distance, 
et que sod intensité , à une distance égale à l'unité , est re • 

présentée par le coefficient constant ■ 7:_2 -j '; • V^ "'**^ 

autre chose que ce que nous avions appelé ft dans le para- 
graphe précédent. 

Les deux premières Lois de Kepler déterminent donc com- 
plètement la foi-ce motrice en grandeur et en direction. 

On retrouve d'aï lieu i-s, au moyen des équations (1) et (2), 
les expressions connues du rayon vecteur et de l'angle dé- 



iM,Googlc 



Sef LIVRE Vil. — PItBW.ËHCS SfiCIAVX. 

crit eu fonction du temps Quant ù U valeur de In vitetêe, 
Tournie par l'équaiion (&), elle eet ideHtîquti à celle qu'on 

avait déjà trouvée , puisque ie coefficient du bindme 

SM |H<ëcis^inent 4gal k ft. ■ 

La troisième Loi de Kepler établit, comme nous avons dit, 
une relation entre les forées motrices des différentes pla- 
nètes. Es effet, celte loi est la suivante : 



en désignaot parT, T', T" les durées des révolutions 

des planètes, et par a, a' a", les demi-grands axes de 

leurs orbites. 

Cette Loi signifie, en d autres termes , que le rapport -^ 

est constant pour toutes les planètes. 

Or, si l'on cherche le temps employé par le mobile pour 
parcourir la courbe entière, on UpHVç que , c désignant le 
double de l'aire décriie dans l'unité de temps, la demi-durée 
cherchée multipliée par c dûit être égale à la surface de l'el- 
lipse. On a donc 

en af^laat T la durée en question ei £ le p«iil au de f«i- 

lipse, qui est égal à a Vi—e'. On déduit de là : 



et iHU* Uiite, i cAti»e de ft.= ■ .■ ■ _^ ,i < 
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Mais, puisque Ip rapport tk} est k niènio pour luises les 

planèlM, il en pésulte que fi est aussi le même. 

Donc la Torce rapporta k l'unité de niasse et à l'anité de 
distance a la même valeur dans tous les mouvements pla- 
nëuires. 

On en conclut qne la force motrice totale qui sollicite les 
tliverse^ plasètes est proportionnelle h leurs masses respec- 
tives. C'i>st ce réBullat qu'on énonce, conjointement avec les 
précédenis, en disant que le soleil attire les astres du sys- 
tème proportionnellement à la masae de chacun d'eux et 
en ratton invwse du carré de la distance. 

339. — La dernière conséquence à laquelle nous sommes 
parvenus relativement it la proportionnalité de In force de 
gravitation aux masses des planètes qui circulent autour 
dn soleil , a dil mettre sur la voie d'une généralisation 
plus grande encore. Ln présence de cette loi qui montre les 
forces invariablement liées aux masses sur lesquelles elles 
se développent, on a été conduit à penser que la gravitation 
est une propriété générale de la matière, s'exerçant entre 
tontes les molécules de IHinivers accessible. Cpmme on ne 
voyait pas en effel de motifs d'uttribuei', sous ce rapport, 
une vertu particulière au soleil, et de supposer qu'il ne res- 
sentait pas lui-même en présence des planètes les effets que 
ces dernières ressentent en présence du soleil , on a conclu 
que la force de gravitation, dont chaque planète est le siège, 
a une réciproque dans l'astre central. Telle est l'origine de 
cette grande iot de la réaction, que nous avons développée 
au commencement de cet ouvrage, et qui était destinée it 
clianger la face de la dynamique. On y était conduit par une 
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sorte' de coDceplion méiapbysique que noas avons dA re- 
pousser dans une exposition dogmatique faite après coup, 
mais qui n'en est pas moins remarquable en ce qu'elle nous 
apprend la marehe que suit le plus souvent l'esprit Iiumaîn 
pour arriver à ses plus hautes découvertes. Âujourdliui 
que l'expérience directe des pbéiKHnènes a définitivetnent 
établi la réalité de celte loi, ii serait évidemment puéril d'en 
rechercher la démonstration dans un ordre aidées à priort; 
et il fjut lai restituer sa véritable signification, d'être l'ex- 
pression pure et simple des faits, sans aucun commentaire. 
Mais ce qui est vain pour prouver peut être suffisant pour 
induire, et ce fut en effet une iuduction sublime que celle 
qui fit deviner à Newton une des plus gr.indes lois de la na- 
ture. 

Pour en revenir à l'objet spécial de ces considérations, on 
a doue supposé, je le répète, que le soleil était soumis à une 
action égale et direclemeni opposée à celle de la planète. 
Mais alors, de même qu'on avait vu la force motrice d'une 
planète proportionnelle à sa masse, de même on devait, 
cette inducUon admise, penser que la force correspondante 
du soleil était aussi pro)M)rtionnelle à la masse de ce dernier. 
L^ntensité commune des acUons réciproques développées 
entre le soleil et la planète se trouve ainsi proporUonnelle à 
la fois à la masse de la planète et à la masse du soleil ; en 
sorte que, m et M* étant respectivement les masses de ces 
deux astres*, la force en question, à l'tinUé de distance, a 
pour expres^on 

/wiM, 

/"étant dès lors une sorte de eoe/^eient d'attraction, c'est-à- 
dire la valeur de la force qui se développe, n l'unité de dis- 
tance, entre deux unités de masse en présence. La force 
motrice d'une planèlese trouve ainsi représentée, pour une 
distance quelconque, par 
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fmil 

el celle force est en même temps celle qui agit, en sens con- 
traire, sur le soleil. 

Celte première généralisation opérée, il était naturel d'al- 
ler jusqu'aux extrêmes limites de cet ordre de considéra- 
tions. On a donc admis que la Torce de gravitation est non- 
seulement iobérente à chaque astre, pris en bloc, de notre 
système, sans en excepter le soliil lui-même; mais qu'elle 
doit régir jusqu'aux derniers atomes de la matière; et que 
deux parlicuies quelconques, de masses e et i', à la distance 
r, développent toujours entre elles une force réciproque, 
d'une intensité commune exprimée par 

^. 

fétatai toujours le coefficient de la force de gravitation. 

Telle est la concrption la plus généra'e à laquelle on s'est 
arrêté sur la matière : couception saisissante par sasimp i- 
cité et sa grandeur, et qui, jusqu'ici, a été complètement 
vérifiée par les conséquences qu'on en a déduites. 

£n se plaçant à un pareil point de vue, on doit penser que 
la pesanteur à la surface du globe n'est qu'un cas particulier 
de cette gravitation universelle, et qu'à mesure qu'un corps 
s'éloigne de la terre, sou poids diminue en raison inverse du 
carré de la distance. C'est ce dont on peut trouver une véri- 
flcation immédiate dans l'examen du mouvement de la lune 
autour de la tene. A cause de ta proximité de ce satellite, 
relativement à sa distance du so'eit, on est fondé à admetire 
que l'action de ce dernier sur la lune est négligeable par 
rapport ù la nAtre. D'après cela, la force qui pousse la lune 
vers nous , ou ton peidt rapporté à l'unité de masse doit être 
égal à g (qui est le |)Oids de l'unité de masse à la surface du 
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globe), diminué dans le rapport inverse des carrés des dis- 
tances; c'est-à-dire que, 9 étant ta Torce en question, R le 
rayon de la terre et / la distance de son centre à la Inné, on 
d(Ht avoir 



Hegu^ons rorbil« lunaire comme circulaire, ce qui est peé 
éloigné de la rérité. Les observations astitinomiqnes oM 
montre que l est égal environ à MR ; il faut donc qu'on ait 

Mais, l'orbite lunaire étant un cercle, la force centripète 
rapportée à l'unité de mxsse, force qui n'est autre que <f j est 

constante et égale à -j- , en appelant v la vitesse uniforme 

de la lune. Or, T étant la durée d'une révolnlion, la circon- 
férence Stt/ divisée par T représente la viieese ; en a donc : 



La relatiwi à vàifler est orile-ci : 



Si l'M substitue à H et à T les valeurs fournies par l'^H»^ 
vation, tm retrouve pour ^ la valeur connue 9 =9j 808. 

&t9. — Si la eoHception générale ^ise sur la gravitation 
est eurcle, c'est-à-dire si des (brees récipitKities se dévelop- 
pent efttre tontes les paities matérielles du s^stëne plané- 
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tuire, il en n'sulte iiéct^ssaii-emenl une altération dans le 
moBTeineat déSai p»r les Lois de Képlei'. 

Car lé soleil, étant sollicité par une force égale et con- 
traire à celle qui agit sur la planète, ne demeure pas immo- 
bile dans l'espace, et ne réalise pas, par eonaéqneat, ce aen 
tre fixe dont il s'agissait précédeinraent. Le itionvement de 
ta planète autour du soleil »'est donc pas un mouvement ab- 
solu, mais un mouvement relatif, tel que l'apercevrait un 
observateur placé sur le soleil et eiitraiué avec lui du même 
mouvement. Si l'on veut déterminer avec exaetiiude ce mou- 
vement relatif, il est néeessuire d'adjoindre à la Ibrce mo- 
trice de la planète une force égale et directemrat onienée à 
la force d'entraînement du soleil. On obtiendra ai«si la neiH 
veinent de la planète iTif^orlé à ub système d'axes placés 
sur le soleil et transportés avec ini parallèlement à eux-iBé~ 
mes. Or, m et M désignant les masses respectives de la pla- 
nète et du soleil, —^ représente l'intensité commune de 
la force totale qui agit sur la planète ou sur le soleil ) pal- 
suite, '—j' représeule la force qui agit sur l'unité de masse 

de la planète, et — '-^ celle qui agit, en sens conti-aire, sur 
l'unité de masse du soleil. La force égale et contraire à la 
force d'entraînement est donc ^ . L'unité de masse de la 
pItiDète se trouve, par conséquent, sollicitée, dans le mau- 
ventent relaUf, par une force égale à ^-^ — -^ — - . Les équa- 
tions de sou mouvement devront être établies en y fatsmi 
■ figurer celle quantité, au lieu de ^ qui s'y trouvait lors- 

qn'on avait conçu le soleil comme absoInMent fixe. Si l'on se 
reporte & la sijgniflcatiàn de p., dans les calculs précités, on 
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voit que celle ijuaiililé l'eprésenie exuclemeul /'M. Eu effet, 
fi. désigne la force, émanée du soleit, qui agit sur ruiiilé de 
musse de la planèie, à l'unité de distance ; et fM n'a pas 
d'autre signitication. La correction qu'il faut faire dans les 
formules, pour passer du mouvement considéré comme ab- 
solu autour du soleil fixe au mouvement relatif autour du 
soleil RM^ile, consiste donc fi remplacer partout u ou fUl par 

/■(M+m) , OU par /"Mfn- tf jî ce qui veut dire qu'il 

faut modifier le coeRIcient u, dans le rapport de la masse de 
la planète à la masse du soleil. Mais, comme cette correction 
ue porte aucune atteinte à la forme des équations du mou- 
T«nent, les conséquences ne seront pas changées en ce qui 
concerne la nature de la trajectoire. Seulement, je le répète, 
il faudra se rappeler que la masse qui figure implicitement 
dans les formules n'est pas exactement celle qu'on suppose, 
mais en diffère d'une IVaction représentée par le rapport de 
la planète au soleil, fraction qui, dans tous les cas, est fort 
petite. 

£n ce qni concerne la troisième Loi, elle doit subir aussi 
une certaine altération. On a trouvé en effet 



et, comme l'observation avait montré que ^ était constant 

pour toutes les planètes, on avait conclu que le coeflicieut ij. 
était lui-même constant. Or, nous voyons maintenant que [i 
doit représenter en réalité, non pas la quantité fH, qui effec- 
tivement ne change pas, mai^ bien la quantité /"(H + m), 
laquelle contient, outre la masse du soleil, celle de la pla- 
nète, et qui, par conséquent, doit changer quand on passe 
d'une planète à l'autre. Il est donc impossible, si la concep- 
litm générale sur la force de gravitation ou !>nr la constance 
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de fy est tout h fait exacte, que le rapport s^i ne change pas. 

Mais, comme des observatîoos ultérieures ont prouvé que 
les masses planétaires sont fort petîtfs relativement à celles 
du soleil (toutes les planètes avec leurs satellites réunis ne 
formeraient pas la cinq centième partie de l'astre central), la 

variation de p et, par suite, de ^ est peu sensible ; et on ne 

doit pas s'étonner que le grand astronome qui signala cette 
loi n'eilt pas remarqué les altérations qu'elle présente. 

L'universalité de l'attraction apporte d'autres causes de per- 
turbation. £u premier lieu la force réciproque qui s'exerce 
entre le soleil et une planète n'est pas«xactement dirigée d'un 
centre de gravité à l'autre ; mais cette force totale provient 
d'une infinité de forces élémentaires dirigées de molécule à 
molécule entré les deux astres; et rien ne prouve que la ré- 
sultante générale de toutes ces forces doive joindre exacte- 
ment les deux centres de gravité. Pour qu'il en fût ainsi, il 
faudrait que, dans chaque astre, les parties matérielles fus- 
sent syu^étriquement groupées autour du centre, ou que ces 
astres fussent composés de coucbes spbériques concentri- 
ques et homogènes ; la densité pouvant d'ailleurs varier 
d'une couche it l'autre. Bien qu'il n'y ait à priori aucun 
motif de l'affirmer, et qu'au contraire l'observation immé- 
diate du globe que nous habitons nous révèle une grande 
variété de densité dans son écorce superficielle, néanmoins 
on doit penser qu'en envisageant les choses dans leur en- 
semble, ces inégalités s'effacent, et que la densité moyenne 
de chaque couche du globe dépend de causes bien autrement 
générales et puissantes. Ou est ainsi conduit à regarder les 
astres comme formés de couches cencentriques et homo- 
gènes; ce qui ramène la direction de la résultante générale 
des forces à se confoudre avec la ligne des centres de gra- 
vité. D'ailleurs même, ces coucbes lussent-elles très-hétéro- 
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gènes, l'erreur commise sur la direclion de lu i-ésulunie se- 
rait à peu près insensible. Car les dimensions des astres sont 
îMIgililfïinieâ par rapport à tedrâ diSIailceâ : les drdtes qui 
joigneill Jfes diverses particules de l'un avet tetteé d'dn 
autre ne s'écartent guère d'un r^oureui pafîflléll^fti*. La 
ciiuse de perltirbation que tiùtti veiidriS cTeiEaniiliMr Aln- 
fluence donc pas en réalité lu manifestation des Lois de 
Kepler, 

Use dernière cause, plus aérîeuse, coAéiifô dani lés ac 
lions rétiproffOeS qnî se développefit Mitrfe les dtverieS pla- 
nètes aussi bien tftfisAtre chacune d'elfes et le soleil. CMque 
frianète est sonmlâe réellenieAt à plusieurs ib^cés QàHt les 
directions né se confbtident pas avec celle epÂ étttHhb du so- 
IBIl. Par snite, la forme (te la ti-ajectoire e9( altérée el ne 
demeure exactement ni plane ni elliptique. C'est surtout aux 
périodes de pins grands rapprocUeménts que fés actioiîl de- 
viennent Sensibles. Maiâ ces perturbation^ ne sont Jamais 
considérables, k cause de la faible m^sse 9eè planètes, qui en 
rend l'action mntuelle tout à faU seconifaire devaAt celle de 
l'astre central. Des observations astronomiques, même déli- 
catM,. ne les révèlent pasj et il a fallfl toute h perfeciidtl de 
hi tcience moderne pour les manifester. Leur étuâe forine, 
du reste, un chapitre important de l'astf onomie. 

Ui. — MasM 4m l^rittCtc*. A première vue , la âé^ 
tnmimition des masses des planètes semble tWit & fait Im- 
posable; car ces astres son t sollicités ptir des farces qui sont 
préciséiAent proportionnelles à leurs ma^Si et qM, par 
chaque onité de la planète, ne dépendent ab^laiDetit que 
du soleil, un a trftuvé, en efflet, qoe la Ibrce qwî SoMIcitt l'ti- 
nîté de masse d'Bne planète est reprftentée par ;* tin par 
fM, /"étant le coefficient constant d'attractioti et M la masse 
dn soleil. Ce résultat ne peut servir à rien pour déter- 
miner la masse de la planèle, qui en est tout à fait indépen- 
dante. — A la mérité, on a bien vu que fx désigne, non pas 
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exactement /*M, miiis bien /(M + m), expression où la masse 
de la ptsflètti figAre; ibais la (letitesse de m, patfappof-t 
à M en masque (iomplétemeiit l'infinence, et c'est jiMtefnent 
pdtir ce i*«!«if 4«è Ift iroMèifae Loi de Répier se trouve d'ac- 
cord Areé ['«tAervfttidri. ^ Ainsi la «OrttraîssàAce dn môuvé- 
mett de« plaoètes n'appreod rien sur leurs masses respec- 
tives. Nous achèverons , du reste , d'éclaircir ce poiat 
pis^ le Ktifptoclieni^t SHÎtflin. Lés platfèKes sont à 1*^- 
^d du Btrfc^ ce qHè mm les corpi terrestres p«b- l'irfifiArt 
à notre globe. Elles pètent vers le centre du soleil et leurs 
poids sont proportionnels à leurs masses. C'est ce que 
prouve l'observation de leurs mouvement»; de nMne qtife 
p4ur les corps teifoSlrcK ffne semblable coadasion Hétè dé- 
duite de l'identité de leur chute verticale. Cette cbHe com- 
mune ne nous permettrait de rien conclure sur les rapports 
qtti existent entre tèwri masses, et noM ne pouvens atT4t«p 
à ni) i^Bltat que par la meswra directe de l'intenskë de hi 
ffrce q«i les Bofttciie vers l« eenire de I» terre. C'eM tA9h, 
qne, cette force étant évKhiée en oniiés de poids, nous (M- 
dirrisom Je »é«ihre dSiniUs Ae nasse du tvMrAire de kilo- 
grammes. Pour en revenir KX pMnètes, it est dtfHc bien évi- 
dent qu'en se bornant à les regarder lomi^' vers le soleil, 
on n'apprendrait rien sur leurs masses ; il faudrait Ss&peier 
directement, c'est-à-dire mesurer en kilogrammes la gran- 
deur de la force dirigée de la planète au soleil '■ ce qui est 
absolument impossible. 

Toutefois, nous allons montrer qu'il y a un moyen d'arri- 
ver aux masses par l'observation du mouvement. Remar- 
quons, en effet, que ce qui s'oppose à la détermination des 



■ Je dis lomher i ieseeln , car leur nMmvement est uOb ïérltable chute 
veiv le soleil.' dissimulée parla Titesse Initiale: de même que, sur notre 
(îlebe, un wjrpa projeté dam uiie dlreclt<(n quelconque lonibe éh décrivant 
une paralHflB. 
tk. 
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masses c'est, comme nous l'avoDS déjà dit, leur extrême pe- 
titesse par rapport ù celle du soleil. Car, si elles élaieiil du 
même ordre de grandeur, le coefficient ;* ou /"(M + »») 
ne serait plus constant, et sa valeur porterait pour chaque 
planète l'empreinte de la masse de celle-ci. Ea d'autres ter- 
mes, pour une planète qnelconqut^ m, fi ou ftS ( ^ + m ) 

serait égal à une quantité connue , et, une fois fM dé- 
terminé , au moyen d'une planète à masse négligeable , on 

trouverait le rapport^ pour toutes celles qui seraient de 

grandeur suffisante. 
L'obstacle, on le voit, vient de ce que, dans la réalité , le 

rapport jt: disparaît devant l'unité, qui figure de la même 

manière dans la Formule. Mais cet obstacle est tourné en re- 
courant à l'observation du mouvement de ces aAres astres, 
dil« satellites, qui sont aux planètes ce que celles-ci sont au 
soleil. Si l'on désigne par m la masse d'une planète et par 
m' la masse d'un satellite, m' étant très-petit devant m, on 
aura les deux relations semblables : 



Mais pour la même raison qu'on peut, dans la première 

équation, négliger le terme f^ et regarder le premier membre 

comme sensiblement égal à fM, de même, dans la seconde 
équation, on peut regarderie premier membre comme sen- 
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sîblement égui à fm, parce que le l'appui-! — est très-pi'lil 
devant TuDÎ té. Les relations ci-dessus se réduisent donc à : 

-jî- = m . 

iiir'a" . 
d'où l'on tire, par la division membre à membre, 



formule dans laquelle m n'est plus à négliger, puisque l'é' 
quation est établie entre des quantités de même ordre, qui 
sont deux rapports également petits. On peut ainsi trouver, 
avec une grande exactitude, la fraction qui représente la 
mesure de la masse d'une planète quelconque rapportée à la 
masse du soleil comme unité. 

Ce procédé ue peut évidemment s'appliquer qu'aux pla- 
nètes qui satisfont à i:ette double condition : 1° d'être pour- 
vues de quelque satellite; 3° d'avoir une masse extrême- 
ment grandu par rapport ii celle de ce satellite. Or, cette 
deuxième condition n'est pas remplie par la terre, dont le 
satellite (la lune) a une masse qui, bien que très-iurérieure 
à celle de notre globe, n'est cependant pas négligeable. 
Heureusement on dispose dans ce cas d'un autre moyen, 
puisqu'on peut évaluer directement la force d<'veloppée par 
la lerre*sur un corps placé à sa surRice, c'est-à-dire le poids 
de ce corps. On trouve, en effet, en tenant compte de l'apla- 
tissement dn globe et de sa rotation, que l'action constante 
qu'il exercerait sur l'unité de masse, s'il était parfaitenieui 
sphérique, et que le corps ne panicipàt pas à sa rotation , 
serait égale à 9,816, nombre «liiïérentde la valeur 9, et que 
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nous désigaerons par y. Celle (fiiantité 7 représente donc le 
terme ^, en appelant wi la masse de la terre et r son 
rayon : on a ainsi une relation 

obtenue en dehors des laîtt aetronjimiqnes, et qui résulte de 
mesures directes effectuées à la surface du globe. D'un autre 
cdté, le mouvement a^troatuoique âe la terrp uiMtv if^f- 
leil fournit la relation connue 

en désignant toujours par a le demi-grand ane de l'orbifie 
terrestre, par T la durée eu secondes de sa révoIqUon an- 
nuelle, et par M ta masse du soleil. 

Nous n'avons qu'fi diviser, membre à membr^, ces deifpi 
équations l'une par l'autre, et il yient, en négligeant, dans 
le dénomÎDateur, m devant I^, 



ce qui Tournit la mesure de la niasse de la terre, rapportée 
à celle du soleil comme unité- 

Pour les planètes dépourvues d« s^tiellites, on a recouru 
à des arliflces particuliers, plus ou moins approximatifs, 
dont nous n'avons pas à nous occuper ici. 

332. — Remarque. Il résulte de .ce qui précède que les 
masses des astres de notre sysiAme sont obtenues en foncti(fp 
de celle de l'un quetcongue d'entre eujt. J^ dis fjtftet^gti^, 
car il n'y p .aucune difficulté à .thwiger d'unjté Jît î» gubsti- 
ttier, par exemple, 1^ masse de la terr* 9 cejle ,^u soleil, 
comme terme constant de comparaison. l^iSj (giioi ^u'oii 
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fasse, les niasses ainsi déterminées sont esseptiellemeot re- 
latives : je veux dire par là qu'elles ne sont connues quepitr 
leurs rapports mutuels et ne sont point exprimées en fvqo 
tion de l'unité que nous avons adoptée antériegrefu^it (jf." 19) 
pour les CQrp$ qui nous M)nt directement accessibles. 1.1 y a 
donc conune un manque de soudure entre deux ratégorîcii 
de corps, d'uae part, cem qui nous eoloiireot imwédii>ic- 
mentetqiie uods ppuvons wanier, et, dtautfc part, c^f tyài: 
leur éloignemeuF qu leur grandeiir dérobe à notre usag^. 

La nuélbode exposée plus bjiut (lour l'évaluation des mas- 
ses de ces derniers accuse jaetteaicnt l'iiopui^saffce où l'pu sfi 
trouve de Les rapporter ji l'unité ^SHeUe. Maî^, blep .qu'à ce 
point de vue il u'y ait aucun doute sur le caractère ^^spu- 
tiellement relatif des résultars qu'on devait obtenir, il p'ep 
reste pas moins 4^s l'esprit une ^rte d'obscurité smt la 
msen de lond qui ^'oppose à ce rapprochement êptr^ ifis 
deux ordres de masses considérées. Y a-t-il insuffisance d^s 
procédés décrias ou ipipossibilité raijipaje à déduire d^ l'pft- 
servatiou des mouvements la mesure d'tine d^ ces A>i>^ss 
planétaires eu fonction de ^otre upi^ usuelle? 

La réflexion ne ^nle pas à fairp disparaître cette indé- 
cision. 

Car, si l'op se rapporte à l'évaluation d^ foasses, telle 
qu'elle a été établie pour les corps qui^flus soot pouipis, «n 
reconnaît que, pour les astres, celte évaluation «o^nque 
d'une de ses bases essentielles La compar^i^ des masiffs 
implique en ^effpt qu'on sache mesurer direc^temeat l'éneirgie 
des forces qifi font prendre au;c corps l^ipéme vitesse (a° 16). 
C'est de in ifitesure &eule de ces forces ma'99 déduit Ip rap- 
port ,def masses, ou pjutdt c'e&t cette mesure qui esf l'ex- 
pres^ipu m^e de ce rapport. Tl ne servirait de riep de sa- 
vpijr ij|ue divers rorps tombent vers la lerrçde la méqie ma- 
niée, si l'on ne savait pas aussi gtieltgs ^ont |^ va|fui;s dvs 
iforcf;t motnpeg q|ii les &ftllicit^,iu, c;eet-^-^,re qiie(s sont 
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leurs poids, piiJsque les poids sont en ce cas les forci's mo- 
tiices. En un mol, il faut pouvoir peser ces corps, ou éva- 
ioer directement l'intensité de l'effort auquel ils obéissent. 
Or, les planètes vis-à-vis du soleil, ou leurs satellites vis-à- 
vis d'elles-mêmes, se comportent comme les corps terrestres 
vis-à-vîs de notre globe. L'observation de leur monvement 
nous appreod seulement que les forces motrices sont pro- 
portioDuelles à leurs masses ; mais elle ne nous appi-end pas 
ce que sont ces forces, à combien de kilogramme» elles 
équivalent. Et cette évaluation, il est bien évident que uoiis 
n'avons aucun moyen de la faire, et que nous ne pouvons 
pas mesurer l'effort qui pousse une planète vers le soleil, 
comme nous mesurons l'effort qui pousse un corps vers la 
terre. 

Mais la manière même dont nous sommes parvenus à 
trouver les rapports qui existent entre les masses des divei-s 
astres, nous montre la voie indirecte par laquelle on peut 
établir une transition entre ces masses et celles des coips 
terrestres. En effet, c'est en comparant la force de gravita- 
tion qui émane du soleil sur la planète, avec celte qui émane 
de la planète sur le satellite, qu'on a déterminé le rapport 
des masses du soleil et de la planète, dout ces deux, forces 
sont la mesure. Si l'on veut passer de là à notre unité 
usuelle, c'est-ànlire rapporter la masse de la leriv, par 
exemple, à celle de cette unité, il fkut prendre un troisième 
terme de comparaison qui joue vis-à-vis de l'unité de masse 
le rAle du satellite vis-à-vis de la planète, tandis que cette 
unité elle-même jouera vis-à-vis de la terre le râlede la pla- 
nète vis-à-vis du soiei) . Il sera d'ailleurs loisible de rempla- 
cer l'unité de masse par tout autre corps, pourvu qu'on con- 
naisse la valeur numérique delà forcequi représente l'acUon 
de la terre sur lui. Or, cette force, c'est précisément le propi-e 
poids du corps qu'on peut toujours évaluer d'une manière 
directe. Quant au troisième lei'me de comparaison, qui rem- 
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place le satellite, il faut le soustraii'e d'abord ii l'action du 
globe terrestre, comme le satellite lui-même est censé sous- 
trait à l'action du soleil. On y parvient sans peine en le sus- 
pendant, par exemple, par son centre de gravité. Il ne reste 
plus qu'à mesurer l'action que le premier corps exerce sur le 
second, dont la masse est beaucoup moindre. PluMeurs ap- 
pareils ont été imaginés à ce point de vue. Le plus ingé- 
nieux, connu sous le nom de balance de tention, est dû à 
Coulomb 1 il consiste, comme on sait, en un levier horizontal 
très-mince, sus|>endu par son milieu, et portantà ses extré- 
mités deux petites sphères. On approche de ces sphères 
deux corps d'un poids connu, placés symétriquement, et l'on 
observe les oscillations horizontales qu'effectue le levier au- 
tour de son centre sous l'influence de ces deux sphères, à 
droite et à gauche d'une position d'équilibre qui correspond 
à une déviation telle que la torsion du fil soit exactement 
égale à l'altraclion des deux corps. Ce mouvement pendu- 
laire permet de trouver la valeur de la force motrice qui le 
détermine, et, par suite, de comparer cette force avec l'ac- 
tion de la terre sur les deux corps attirants, c'est-à- dire avec 
leurs poids. On est parvenu ainsi à assigner un chiffre assez 
approximatif à la masse du globe, évaluée cette fois en unités 
ordinaires, et l'ou a trouvé que cette masse correspond sen- 
siblement à nue densité moyenne un peu supérieure à cinq 
fois celle de l'eau. 
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893. — IHSbHI*"»' Oo Qompie systèDK fy^fmUtire 
(da mot laiiD fumu, carde) up .lie» i^arf^ttement Qeublie et 
doue d'une résistance jndéfinie, 3|fx div.ers jpoints di(Quel 
sont apf>liquécs d£s forces quelcpp4i)e$. 

Le problème générât consiste ^ irpuv^r les ^elatiflns qui 
doÎTttat exister eutre ^es forcep,jiour que l'équilibre fût ilieu, 
e(. la âgure ([êoinétrj^ue qu'affecte alors le système- 

On distingue trois cas prÎDcipaux : 

1' Les points d'application des forces occupent sur le lien 
des positions déterminées ; 

3° Ces points peuvent au contraire glisser librement le 
long du lien, comme feraieut des anneaux ; 

&° Les forces sont distribuées, d'une manière continue, 
sur toute l'étendue du lien, au lieu d'être appliquées en un 
certain nombi-e de points distincts. 

Dans les deux premiers cas, le système en équilibre af- 
fecte évidemment la figure d'un polygone. Les points d'ap- 
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plication des forces en sorjt les sommets, et les portiops iu- 
yariables du lieu, comprises entre ces poiuts, en sont les 
càtés. Chacun de ces côtés est nécess.airemeDt rectiligaei 
puisque les forces totales des deux sommets contigus se dé- 
truisent mutuellement par l'intermédiaire du lien. Le sys- 
tème reçoit «pécial^ent le nom de peltigone fufticulaire. 

Dans le dernier cas, les sommets disparaissent par suite 
de la répartition continue des forces le long du lien. I>a 
/omte affectée par le ^ysiàme devîeq| curviligne : c'est 
pourquoi on l'appelle courbe funiculaire. 

Dans la nature, les cordes ou liens quelconqueSi Ëm^tilï^s 
à la réslisatiop de sei)iblables appareils, offrent toujours des 
résistance^ piusAïf ^oïns grandes à la flexion et au glisse^ 
ment. Us soot, en outre, sujets à varier de longueur sous 
l'actiop des forces extérieures. Mais toutes ces circonstances 
sont négligées dans l'étude théorique à laquelle nous nous 
livrons ici- 

Remarque. — Dans la mécanique générale, on traite les 
questions d'équilibre au point de vue des conditions aux- 
quelles les forces doivent satisfaire pour être sans influence 
sur l'étal ift repos on de mouvement d'un système donné. £n 
sorte que Ja forme du système dqit être la méwe, A^t 
comme avant l'introduction des forces. I^e nombre des con- 
ditions que doivent vérifier les forces extérieures est alors 
égal, comme on sait, au nombre des coordonnées des poîfils 
matériels diminué du nombre d'équations de liaisons (n'ifi?, 
première conséquence). 

Dans l'étude des systèmes funiculaires, on n'assigne pas fi 
priori les positions des divers sommets du polygone oji Ja 
forme géométrique de la courbe. On reste ma^tr^ de di^o- 
s^r de ces éléments pour faciliter rétabliasemeqt de l'éq^iii- 
libre. Les éq,uations de conditions entre 1^ forpes dt^ivert^ 
être naturellement beaucoup moins nombreuses, p,f||squ'on 
peut faire varier à volonté les coordonnées de Ipijs les 
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points; ce qui repi'éseiite uuUiiit de qiiaatilés arbitraires 
qu1i y a de ces coordonuées, moins le nombre d'équatious 
de liaisons qu'on suppose exister entre elles à priori. 



Priyg*ne rHatoalatre « wMmela Ixi 




334. — Soit MM'M" M!"' le polygone considéré. A 

chaque sommet M, M', M'"' sont appliquées des forces 

quelconques. 

On ne diminuera pas la 
généralité de la question 
' en supposant qu'il n'y ail 
qu'une force en chaque 
sommet : car toutes celles 
qu'on y pourrait metli-e 
seraient réductibles ù une 
seule, comme concourant 
au même point. 
FiB-«. Soit donc P,V, P",.... 
P<">, les forces qui agissent respectivement aux divers som- 
mets; et X, S, •/, d, €', /, les angles qu'elles forment 

avi c trois axes de coordonnées rectangulaires. Désignons 

parT', T", Tl") les tensions qui s'établissent dans le lien, 

entre les points M et M', M' et M",....' M'"-" et M"'; et par 

X, y, z,;v', y', z', les coordonnées des divers sommets. 

Les 'ongueurs connues des eûtes successifs du polygone se- 
ront repréMntées par t, F',... , /1"1 . 

La méthode générale pour établir les conditions d'éqiù- 
libre consiste, comme on sait, à exprimer qu'en chacun des 
points M, M', M",..... la somme des composantes des forces 
extérieures et intérieures est sans aucun effet sur le niowvL- 
ment de ce point (n" IM). Ou aura donc, pour le premier 
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Bompiet M, où agissent seul«nent les forces P elT', les trois 
équatioDS suivantes : 



PC08«+r 3 — = 0, 

(M) I Pcos6 + T'?!-^ = 0, 
I Prxwy + r l^^ = o. 

Pour le point M', on aura trois équations analogues entre ' 
les forces F, T et T". Il faudra prendre T avec le signe 
nu>in>, parce que l'action du lien en M' est inverse de ce 
qu'elle est en M. Les relations seront donc celles-ci : 

[p'co8y'-rî^+T"^^=o. 

Les antres sommets donneront lieu à des groupes s^n- 
blables. Nons nous contenterons d'écrire les deui^ derniers, 
afin de mettre bien en évidence la symétrie des formules : 

( P^-" co»«'-" - T'"-" '''"'" "i"""" -l-T'" ''"' -;f^'^ =o, 
!«'■■"( P'""'co8ê""''— T""" ^ — ^ I-T'"' ^—^ — =o , 
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f ■ 
p'-'cftsr'-f' '''"'~y'"' =0. 



P'°' cos y'"' — T" ■ 5ij— = ■ 

Dans toutes ces équations, les quantités connues sont les 
longueurs des eûtes, ainsi que les forces extérieures assi- 
ga^s d'avance en gfandear et en directiott ■; lèè quantités 
ifttoniiKes sont les coordonnées dés sommets et lés tensions 
<pA s'établissent dans les liens. 

Il s'agit de savoir si, an moyeil d'une conflgittaiion co»- 
venable du polygone, l'équilibre peut toujours être obtenu 
avec les forces données{ et, — daui le cas ou la réalisation 
de cet équilibre serait sujette à restricUons, — àe trouver 
les conditions partrcnlières que doivent remplir les forces 
données pour que l'équilibre aitlieu effectivemenl. 

Nous avons à satisfaire aux S(rt+0 équations écrites ci- 
dessus, lesquelles répondeht aii)t n+1 s&mmets supposés. 
?ious avons à satisfaire aussi aux n équations de liaisons , 
qui- exprïBKHt que la distance de chaque sommet au som- 
met veisln ei»t égate à uue longueur donnée. En regard de 
ce Bombi-e t«t»l de relations nOHs pouvons disposer ; 1* df« 
n tensions qui, dans les diverses parties du lien, s'établis- 
sent en conséquence des forces appliquées au système; 
3" des coordonnées des n+ l sommets. 

Au premier abord, it semble que le nombi'e des quantités 
à notre disposition soit précisément égal à celui des équa- 
tions, et que, par suite, on Soit toujours assuré de réaliser 
l'équilibre avec des forces absolument quelconques. Une 
telle conclusion sérail manifestement absurde; car (Ai voit 
bien , par exemple , que si toutes les forces extérieures , y 
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comprit celféâ dés dêii\ sommels e\.trt^mc^, tiraient Jàns le 
moitié sens, tt^iquîlibi-e n'existerait pas, mais qu'ftu contraire 
le système entier prendrait un mouvement suivant la direc- 
tion commune. Cette apparente contradicllon disparah de- 
vant un éxâmen plus âtteritirdes formfiles. En çffel, ce ne 
sont pas tes coordoiiuêes ëllês-mèmês quî figurent directe- 
ment ddriS lé& ^ùdUons, mais bien leufs différéiicés. On le 
voit d'abord pour les relations écrîies ci-dessus, et on le voit 
égifleineiil p(tu^ leâ équaiionè dfe conditions, qui sont toutes 
de la forme 

'■'= (*'-^}'-*- (y- 9)'+ (2- ^* ■ 

Ce sont donc leS quantités x'—x, y'— ^, i' — z, à" — x',.... 
qdi cotFStitUent les vëriUEbléî Incoiliides dont on peut dispo- 
ser pour satisfaire aux diverses relations. 0^, ce^ quantités 
sont au nombre de 3n et ^ôn dé 3(A ■+- 1). OA n'a ainsi, en 
reàlHê, en y coniprertànï les tensions, qile ûft inconnues 
pdur vértfter fes 4n+à éqAdfiûns. Par conséqiiëHt, trois dé 
ceS dernières doivent ''ti'è Salisfàites Iddépendamihenl des 
teViSfottâ et des pd^llions des sommets : ce soift les équa- 
tions de conditions qai doivent exister, à priori, entre lés 
Ibrces du SyStèAe. Pour les obtenir, il suffit d'élinliiler tou- 
tte les tensions et toutes les coûrdotinëes entre les Uii + ti 
reUriodS. 

Or, cette élimination s'effectue Irès-simptement, en âjou- 
laltl ensemble : i" les prerfitéreS éqfià'tionsdes groupes (M), 
(M") M'"); 2° les deuxièmes équations dés mêmes grou- 
pes ; 8° les troisièmes êquaiions. Tous les termes affectés des 
tensions et des coordonnées se détruisent deux à deux et II 
reste : 

/Pco8« + P'coBa'+. . . . -|-Pi"icosaW = o, 

(a) ) P M» 6 -I- P' c«8 6' + . . . . + P'"' eos Ê'"' = o , 

( P cos y -t- P' cos y' -l- , . . . H- P'"' cos /"' = o , 
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Ces équations expriment que les sommes des projections des 
Torces extérieures, suivant trois axes rectangulaires, sont 
identiquement nulles. 

Moyennant cei^ triple condition, on peut être certain 
qu'en assignant des positions convenables aux divers som- 
mets du polygone, il en résultera, dans les cdtés, des ten- 
sions telles que chaque point demeure parfaitement en équi- 
libre. 

Nous pourrons dès lors déterminer les valeurs de c«s 
tensions et la configuration du polygone. 

En effet le groupe des équations (M) nous montre d'abord 
que la première force P et la première tension T donnent, 
suivant chaque axe, des composantes égales et de signes 
contraires. Donc cette force et cette tension sont égales et 
directement opposées. 

On voit de même, par l'inspection du groupe des équa- 
tions (M'), que la force P' est égale et directement opposée 
à la résultante des deux tensions — T' et T". Or, la tension 
— T', qui s'exerce en M', est réciproque de celle qui s'exerce 
en M, et, par suite, est de même grandeur et de même sens 
que la force P. Si donc on remplace la tension — T par sa 
valeur-H P, la force P' sera la résultante de P et de T" , ou, 
ce qui revient au même, la résultante de la force P' et de la 
force P, transportée en M', sera égale et directement oppo- 
sée à la tension T". 

De même encore la force P" est égale et directement op- 
posée à la résultante des tensions — T" et T'"; et, si l'on 
remplace — T" par la résultante des deux forces P et F, 
qui lui est égale, il s'ensuivra que la résultante des trois 
forces P, P' et P", transportées parallèlement it elles-mêmes 
en M", sera égale et directement opposée à la tensiou T". 
Ainsi de suite jusqu'au sommet M'"), où la force Pt"! est égale 
et directement opposée à la tension Tt"' ; ou, ce qui revient 
au même, égale et directement opposée à la résultante de 
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toutes les forces du système , trans|>ortées m point Ml"). 

Ces conséquences permettent à la Tois d'assigner la valeur 
de la tension en chaque point, et de construire géomélri- 
qnement le polygone d'équilibre. Car le premier côté M M' 
étant placé dans la direction de la force P, le point M', qui 
est à une distance connue f du pont M, est dès lors parfiii- 
tement déterminé. En construisant sur les deux droites MM' 
et M'P' le parallélogramme de ces deux forces, la diagonale 
founiira la direction de M'M", et, par suite, la position 
exacte de M". F.a construisant sur M'M" et M"P" le paral- 
lélogramme de la force T" (égale h la résultante de P et 
de P') «de la force P", on obtiendra la direction de M"M"', 
et la grandeur de la tension T'". On continuera de même 
jusqu'au dernier sommet, où la diagonale du parallélo- 
gramme coïncidera exactement avec la direction de la force 
P'"l et représentera une force égale et contraire à cette der- 
nière. Cette coïncidence et cette égalité finales sont assu- 
rées, par suite même des équations (t) qu'on suppose satis- 
faites a priori. 

La méthode qui précède nous dispense de recourir à l'é- 
limination algébrique pour trouver les valeurs des coordon- 
nées des sommets. Le calcul serait fort laborieux et ne nous 
apprendrait rien de plus. 

On peut arriver aux mêmes conclusions sans passer par 
les équations (M), (M')... Remarquons, en effet, que l'équi- 
libre existant dans l'ensemble du système doit exister séparé- 
ment en chaque partie. Si donc on envisage d'abord le premier 
sommet M, on voit sur-lechamp que les deux forces Pet T 
qui le sollicitent sont nécessairement égales et opposées. Au 
sommet M' les forces en équilibre sont an nombre de trois, 
savoir P", T' et T". Donc chacune d'elles est égale et oppo- 
sée à la résultante des deux autres. Mais la tension T, qui 
agit de M' en M, c'est-à-dire en sens contraire de celle qui 
agit de M en M', au sommet M, est égale ù la force P, et di- 
II, lï 
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rigée dans le même sens. Il en résulte que la (ension T" est 
égale et opposée à la résultante des deux forces P et P', ap- 
pliquées au même point M'. En continuant de la sorte, et 
s'appuyant toujours sur ce que l'équilibre a lieu séparément 
autour de chaque sommet, on arrive à conclure que la résul- 
tante de toutes les forces extérieures P, P' p'"-'), sup- 
posées appliquées au point Ml"-", doit tomber sur la direc- 
tion de la dernière force P'"', et lui est en même temps égale 
et contraire. Or, pour que cette condition, manifestement 
sufDsante pour l'équilibre général, soit remplie, il faut que 

les sommes des projections de toutes les forces P, P*, 

Pt» - '1 suivant ti'ois axes rectangulaires aient des valeurs 
égales et de signes contraires aux valeurs des pi'ojections 
de la force P'"' . On tombe ainsi immédiatement sur les trois 
équations (a) déjà trouvées. 

ConêéquenceB . 

335. — 1° Si l'une des extrémités du polygone, le pointM, 
par exemple, est absolument fixe, l'équilibre pourra tou- 
jours avoir lieu, quelles que soient les forces appliquées au 
système. En effet, cela revient à supposer, dans les formu- 
les (1), que la première force P est remplacée par une force, 
de grandeur et de direction indéterminées, qui représente la 
résistance du point fixe. Or, en assignant à P cos a, P cos S 
et P cos y des valeurs convenables, on peut toujours satisfaire 
aux trois équations (1), et, par suite, assurer l'équilibre. 

2° Si l'autre extrémité M'") est également fixe, on in- 
troduit dans les mêmes formules trois nouvelles indéter- 
minées: Ptn)coscci''),P('')cos6l''',Pl'')cos7i«). Mais cela ne 
signifie point qu'on peut réaliser l'équilibre d'une iufinité 
de manières, en donnant diverses valeurs arbitraires à ces 
trois quantités. Car, en même temps que ces indéterminée 
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sont introduites dans les équations, on introduit trois nou- 
velles conditions consistant en ce que les coordonnées da 
point Mt"' , calculées comme étant celles du dernier sommet 
du polygone en équilibre, doivent être égales aux valeurs 
auigflées d'avance pour la position du point fi\e. Il n'y aura 
donc, en réalité, qu'une seule position d'équilibre. 

3° Lorsque toutes les forces P, F, PWsont contenues 

dans le même plan, il est évident que le polygone est aussi 
contenu dans ce plan. 

U" La même conséquence a lieu, quand les forces, sans 
Itre a priori dans ua seul plan, sont toutes parallèles entre 
elles { car les trois droites -M'M, M'M" et MF' sont situées, 
dans un même plan, puisque ce sont les directions de trois 
forces concourantes en équilibre. Donc le point M" est aussi 
contenu dans ce plan. Mais la droite M"P" étant parallèle à 
H'P, le plan de M'M" et de M'P' contient M"P". Les trois 
di^Ues qui concourent au point M" doivent, pour la même 
raison que tout à l'heure, appartenir à un plan qui ne peut 
être que celui de M'M" et de M"P". Donc ce plan est le 
même que le précédent. En raisonnant ainsi pour tou^ les 
autres càtés, on arrive à la conclusion énoncée. 

5" Supposons toutes les forces parallèles et les deuK extré- 
mités du polygone absolument fixes: Les forces P et P"*) re- 
présentent les résisUnces de ces points, ou, si l'on Veut, lés 
tensions T' et TC) des c6[és qui y aboutissent. Le polygiMie 
étant contenu dans un même plan, prenons ce plan pour 
celui des xy, la direction commune des forces pour axe 
des y, el une perpendiculaire à cette direction pour axe 
des r. Les trois équations (1) trouvées précédemment se 
simplifient beaucoup. La dernière disparaît, la première se 
réduit à : 

P cos a = — P'"' COS ee'"' , 
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P 8in a + pi"' 8iii a""! = — (P'+ P"+ . .. + P'-" ) . 

Cela nous montre que les projectioDS des résistances des 
points d'appui, sur une direction perpendiculaire aui forces, 
sont égales et opposées , et que la somme de leurs projec- 
tions sur la direction des forces est égale et contraire à la 
somme algébrique de toutes ces forces. Quand il s'agit, par 
exemple, de forces ducs à la pesanteur, les composantes 
verticales des résistances des points d'appui sont égales et 
opposées au poids total appliqué au polygone. On peut voir 
aussi que deux tensions contiguës à un même sommet ont 
des composantes horizontales égales et contraires, et que la 
somme algébrique de leurs composantes verticales est égale 
et opposée au poids qui charge directement ce sommet. D'une 
manière générale, la composante horizontale d'une tension 
quelconque a la même valeur sur tout le périmètre du po- 
lygone. Si deux c6tés sont également inclinés à l'horizon, 
les tensions qui y régnent ont les mêmes valeurs, et chacune 

d'elles est égale à — ■ . . , eu désignant par tt le poids 

que supporte le sommet et par i l'angle du c6té avec l'hori- 
zon. Cette tension devient Irès-grande à mesure que * di- 
minue, et croit an delà de toutes limites. 

836. — Remarque 1. Dans tout ce qui précède , nous 
avons constamment supposé que les forces appliquées au 
système agissaient, en chaque point, de manière à tendre le 
lieu. Il est évident que, si elles agissaient en sens contraire, 
de façon à le eomprimer, l'équilibre ne pourrait exister, 
parce que le lien ne résiste pas à ce genre d'efforts. Pour 
que l'équilibre eût Heu, il faudrait que chaque cdlé, soumis 
à de semblables forces, fût remplacé par une tige parfaite- 
ment rigide qui résisterait à la compression, comme le lien 
lui-même résiste à l'extension. 

Remarque II. — Si la forme du polygone était assignée a 
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priori, les foires e\téneures devraient naiurellemeotsatis- 
taire à un bien plus grand nombre de conditions pour pou- 
voir se maintenir en équilibre sans altérer la figure géomé- 
trique du système. On sait que, dans ce cas, le nombre 
d'équations de conditions est égal au triple du nombre des 
points matériels, diminué du nombre des équatious de liai- 
sons. Le nombre des points est ici de n+ 1 , celui des liai- 
sons est de M : il y aura donc3(»+t) — «, ou 2«+ 3 équa- 
tions de conditions entre les forces. C'est, du reste, ce qui 
ressort de l'inspection deséqiiations (M), (M')... (M'"'), éta- 
blies ci-dessus. Pour satisfaire à ces 3(m+1) relations, 

nous ne disposons que de n tensions T', T" T"*) '■ ce qui 

laisse subsister 3n + 3 conditions. On peut en voir aisément 
la signification. En effetr prenons le groupe (M) et élimi- 
nons l'inconnue T' : il vient 

cosa cob£ cosy 

x'—x y' — y ^ — z 

Ces deux équations expriment que la première force P peut 
avoir une grandeur quelconque, mais que sa direction se 
confond avec celle du côté MM', laquelle est assignée d'a- 
vance. Pareillemeut, en éliminant T' et T" dans le groupe 
(M') on obtient : 

PcosK+P'cosoi' _ Pcosg + P'cogg' _ PcoBy+P'cosy' _ 



ce qui nous montre que la i-ésullante des deux forces P et P', 
appliquées en M', doit avoir la direction fixée M'M". Si 
donc on a pris arbitrairement la grandeur de P et de P', la 
direction de P' s'ensuit, puisque celle de P est déjà détermi- 
née. En raisonnant aiusi pour les autres sommets, on recon- 
naît que la grandeur de chaque force peut être choisie arbi- 
trairement, mais qu'alors toutes leurs directions se trouvent 
fixées. Il y a une exception à faire pour le dernier sommet, 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



iftO UVHE VU. — PROBLÈMES SPÉCIAUX. 

oâ la force P'"' esi non-aeulemenl déterminée en direction, 
(nais aussi en grandeur ; car elle est égaie et opposée à la 
tension Tl"' , laquelle résulte de toutes les autres forces, 
supposées transportées au point Ml") . Ainsi la force Pl") sa- 
tisfait à trois conditions, qni ne sont autres que les relations 
(o) déjà Irouvées pour le cas où les sommets sont arbitraires. 
Quant aux autres forces, au nombre de n, elles satisfont 
chaciine à deus conditions : ce gui donne en tout 2« + 5 
équations que doivent vériBer les forces pour rester en équi- 
llbi'e, sans altérer la figure du polygone. 



PelJ'gsMe fanieulalre i Mmnels varlaUc*. 

337. — Nous supposons que le point d'application de 
chaque force peut glisser librement le long du lien. 

On a démontré au n° 107, à l'occasion de l'équilibre du 
point matériel, que la force euérieure divise en deux parties 
égales l'angle formé par les deux portions du lien, et que la 
tension est la même daos toute la longueur. Chaque force est 
alors liée à la valeur constante de la tension par une équa- 
tion très-simple, qui exprime que sa grandeur numérique 
est égale à celle de la tension multipliée par le double cosi- 
nus dn demi-angle des deux côtés conligns. 

Les deux forces extrêmes étant respectivement égales et 
opposées aux tensions des côtés qui y aboutissent, il en ré- 
sulte, puisque la tension est la même partout, que ces deux 
forces devront avoir la même valeur numérique; Outre cette 
condition fondamentale il faudra, pour l'équilibre, que les 
trois équations (a) trouvées précédemment soient encore 
satisfitiles j c'est-à-dire (|ue les sommes des coœpesantes de 
toutes les forces, suivant trois axes rectangulaires, devront 
être identiquement nulles. On obtient ces trois relations de 
la même manière, en ajoutanr les premières équations des 
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3!)1 



groupes (M), (M'), puis les secondes et enfin les troi- 
sièmes. On réaliserait un exemple de ce genre d'équilibre 
en passant nn fil dans une série d'anneaux fixés dans, l'es- 
pace. Les deux forces appliquées aux deux bords du fil de- 
vraient être égales, et la résistance développée par chaque 
anneau diviserait en deux parties égales l'angle des parties 
adjacentes du fil. 

Si, les points d'application des forces étant mobiles, une 
des extrémités du lien est fixée, les trois équations (a) de 
condition pourront toujours être satisfaites par une gran- 
deur et une direction convenables de la résistance du point 
fixe. Il ne restera plus qu'une seule condition consistant en 
ce que la dernière force placée à l'aulie extrémité devra 
avoir la même intensité que celle résistance. 



Coorbes funicMlalres. 



338. — Les forces sont réparties, d'une manière continue, 
sur toute l'étendue du lien. Nous supposerons, pour plus de 
simplicité, qu'elles sont parallèles, et nous examinerons deux 
cas ; selon que la répartition est uniforme , ou qu'elle est 
proportionnelle à la projec- 
tion du lien sur une droite 
^ perpendiculaire à la direc- 
' tion commune des forces. 
Le premier cas correspond 
aux courbes dites ehainef- 
te», et le second aux cour- 
bes des pont» sutpendu*. 
Cbainelle. — Soit A B 
un fil flexible, suspendu par 
F'g- SI- ses denx extrémités , et sol- 

licité gur toute sa longueur par des forces parallèles unifor^ 
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incnienl réparties, agissant de liaut en bas , en vertu dcs- 
Queiles il prend, dans l'état d'équilibre, une certaine Tornic 
curviligne. 

Nous pouvons considérer celte courbe comme un poly- 
gone formé d'une infinité de côtés infiniment petits, et ima- 
giner que les forces réparties sur les divers éléments sont 
appliquées aux extrémités de chacun d'eux. Nous aurous 
ainsi un poly):one funiculaire infinitésimal, auquel nous se- 
rons en droit de rapporter toutes les conclusions précédem- 
ment développées, puisqu'elles sont indépendantes évidem- 
ment du nombre des côtés. 

D'après cela nous voyons sur-le champ que la courbe du 
til est contenue dans un même plan , et, si l'on prend deux 
axes , dont l'un soit parallèle à la dii-ection commune des 
forces, et l'autre perpendiculaire, nous voyons également que 
la composante de la tension, suivant l'axe perpendiculaire, 
a partout la même valeur ; et que la somme algébrique des 
composantes, suivant l'axe parallèle, de deux tensions con- 
tiguës à un même point, est égalé et contraire à la force qui 
est directement appliquée eu ce point. 

Cela posé, soit M un point quelconque de la courbe, x et 
y ses coordonnées; soit T la valeur de la tension qui rogne 
en ce point dans la partie du fil situéeà gauche. Sipdésigne 
la somme des forces parallèles qui agissent sur l'uuité de 
longueur, pdt représentera la somme de celles qui agissent 
sur l'élément dt : ce sera par conséquent la force que nons 
supposons appliquée au sommet M du polygone infinitési- 
mal. En vertu de cette force, la tension du fil, à droite du 
point M, se trouve augmentée et devient T-J-tiT. Nous de- 
vons d'abord exprimer que la composante de la tension sui- 
vant l'axe des x est constante. Un aura 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



SYSTÈMES FUMCULAIRES. 3^3 

c désignant une tjuantité qui ne varie pas avec le point con- 
sidéré. 

Il faut exprimer ensuite que la somme algébrique des 
composantes, suivant l'axe des y, de lu tension T et de la 
tension T+'H', est égale et contraire à lu force pd» La 

composante de la première tsnsion est égale à — ^j' 

elle est affectée du signe moins, puisqu'elle agit de huut 
en bas ou dans le sens dos coordonnées négatives. La 
composante de la deuxième tension est représentée par 

(I- 

ordre <tr. d -^ ■ Cette valeur est affectée du signe plu* , 

puisqu'elle agit de bas en haul. La somme algébrique des 

deux composantes se réduit donc Àd ( T -7^ | < quantité qui , 

avous-nous dit, doit être égale à />c^. Ou aura ainsi pour 
seconde équation : 

(2) ''(■t|) = P'^- 

Si nous remplaçons T par sa valeur, tirée de la première 
équation, il vient 

(3) =4 = '^i 

mais rf»=(iF 1/1 + -j^; celte équation peut donc être 
écrite 
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Une première inlégratioD donne, d'après les règles com- 
nnes de l'analyse : 

(5) log. aép. (g + Y/i+gj=|.x+coBst. 

La constante sera nulle si nous faisons passer l'axe des y par 
le point le plus bas de la courbe. Effectivement eu ce point la 

tangente est horizontale, ce qui annule -~- et par suite le 

logarithme dn premier membre : comme en même temp» 
«=o,il s'ensnit : const=:o. L'équation (5) devient donc : 



Ponr la résoudre, on emploie un artifice consistant à multi- 
plier les deux membres par (~ j^+ V/* + ji) e~^* '■ 
on obtient alors nne nouvelle équation auxiliaire : 

Il n'est pas difficile d'en déduire, par voie d'addition, et en- 
suite par une intégration : 

Telle est l'équation de la courbe cbercbée. La constante 
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provenant de cette seconde, intégration est évidemment 
nulle , si l'on a Bfnn de placer l'axe àw.x à uae diitance — 

an-dessons du point le plus bas de la courbe : car alors ponr 
^ = 0, le second membre, qui fournit la. valeur de l'ordon- 
née correspondante, se réduit à jr = — ■ 

On obtient sans peine la longueur de l'arc s , comptée à 
partir de l'origine des cooi-dounécs , pour une valeur quel- 
conque de X : celte valeur a pour expression 



Dé là on déduit -j- = ^ y ; et par suite la valeur de T, four- 
nie par réqHaiion (1), peut s'écrire : 



Ce qui nous montre que la valeur de la tension augmente 
proportionnellement à l'ordonnée, et que sa valeur minima 
correspond au point le plus bas de la courbe. L'ordonnée 

de ce point étant, par hypothèse, égale à — < ta tension y 

est égale à e, ce qui doit être, puisque la composante hori- 
zontale de la tension est constante et par suite égale à la 
tension elle-même, lorsqu'on considère une partie horizon- 
tale du l]l. 

L'équation (6) nous apprend que la courbe est symétri- 
que , à droite et à gauche de son point le plus bas : car les 
valeurs de y sont les mêmes quand on remplace x par — x. 

On démontre également par l'analyse que la chuinelte est 
la courbe qui a son centre de gravité le plus bas parmi 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



396 LIVU vil. — PIOBI^HES SPÉCIADI. 

loulps les lignt^s de mcmc lougueurqui poumîeut être Im- 

cées eDtie ses deu\ cxtramilés. 

La nature nons offre de fréquents exemples de cbainette. 
Il saffll pour réaliser celte figure d'attacher un fil quelcon- 
que par ses deux bonis et de l'abandonner à l'inOucnce de 
son propre poids. Si ce fil est homogêue et bien flexible, il 
se trouvera placé dans les conditions précédentes : car la 
pesanteur agit d'une manière unifornie sur toute sa lon- 
gueur. Le point le plus rapprocbé de l'axe des x est alors le 
point le plus bas par rapport au plan horizontal. 

339. — Caaribe des p«aU saccadas. Cette courbe 
est ainsi nommée par analogie de ce qui a lieu dans les ponts 
suspendus, où l'on sait que le tablier, sensiblement horizon- 
tal et uniformément chargé, est supporté par un cable mé- 
lallique dont les deux extrémités sont fixées. C'est une réa- 
lisation assez approchée du cas théorique que nous voulons 
examiner ici- 

Pour la commodité du langage, nous appellerons vertical 
l'axe des y, parallèle à la direction commune des forces; et 
horizontal l'axe des x qui lui est peipendiculaire. Mais il 
est bien évident que ces dénominations nlmpllqnent rien 
sur la nature des forLes, et qu'on pourrait, sans modifier le 
raisonnement, leur atuibuer uae valeur et une direction tout 
autres que celles de la pesanteur. 

Nous supposerons donc un lien, parfaitement flexible, 
chaîné sur toute sa longueur de forces verdcales, dont la 
i-épartition est uniforme par rapport à la projection horizon- 
tale du lien. 

Nous aurons, comme précédemment , à exprimer que la 
composante horizontale de la tension en un point quelcon- 
que garde une valeur constante, el que la somme algébrique 
des composantes verticales de deux lisions contiguës à un 
même point est égale et contraire à la foi'ce directement ap- 
pliquée en ce point. La seule difTéreoce à signaler, c'est que 
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la force dont noDS parlons , au lieu d'être représentée par 
pdt, aura poarvaleurp^. On aura donc les deux équatioas 

Remplaçons, dans la seconde, T par sa valeur tirëe de la 
première, il vient : 



•A\ = 



pdt , 



c$_ = n 



La constante de cette première intégration est nulle, si l'on 
foit passer l'axe des y par le point le plus bas de la courbe, 

parce qu'alors, pouraT=o, on doit avoir -A^o. 

Intégrons une seconde fois, nous obtiendrons ; 

(S) «' = yy. 

ce qui est l'équation d'une parabole. La constante de cette 

nouvelle intégration est encore nulle, si l'on place l'origine 

des coordonnées au point le plus bas de la courbe, car x 

et y deviennent nuls simultanément. Avec un pareil choix 

d'axes de coordonnées , la parabole se trouve rapportée à 

son grand axe, lequel n'est autre que l'axe vertical des y : 

et le sommet de la parabole est précisément le point le plus 

bas. 

dx 
On calculera aisément l'expression jt ; et , par suite , la 
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valeur de la tension en un poioi quelconque sera donnée 
par la formule suivante : 

(û) 

Au poînl le plus bas de la courbe, pour lequel x^o, la va- 
leur de T se réduit à ; ce qui doit être , à cause de l'hori- 
zontalité de rélémenl de fil considéré. 

Dans les ponts suspendus , le poids dn tablier n'est pas 
réparti sur te lien d'une manière continue ; car la suspension 
est effectuée au moyen d'un certain nombre de tiges verti- 
cales, qui viennent se fixer en un certain nombre de points 
du cible , distants les uns des autres de longueurs appré- 
ciables. La figure géométrique dessinée par le câble n'est ■ 
pins une courbe, ni conséquemment une parabole, mais on a 
un véritable polygone funiculaire, rentrant dans la catégorie 
de ceux que nous avons d'abord examinés. On prouve faci- 
lement que les sommets de ces polygones app^rtiennenl à 
la parabole ci-dessus. On peut donc , eu égard au faible es- 
pacement des sommets, par rapport à la longueur totale du 
câble, envisager le polygone d'équilibre comme se confon- 
dant sensiblement avec une parabole dont le grand axe est 
vertical et le sommet situé au point le plus bas. 
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Co|Mldér«li*Bs gépémlra. 



340. — On nomme machines des systèmes géométriques, 
à liaigàn» complètes, dont la destination industrielle est de 
trantformer le travail, c'est-à-dire de substituer au tra- 
vail que devraient produire certaines forces, appliquées en 
certains points du système, le travail que produisent d'au- 
tres forces, appliquées en d'autres points. On dit aussi que 
les machines transmettent le travail , ce qui a évidemment 
la jnème signification. 

Accordant pour un moment ia possibilité de cette trans- 
formation, on voit sur-le<ihamp qu'elle doit être d'une Uaute 
utilité. Il n'est besoin, pour s'en convaincre, que de jeter uo 
regard sur les faits qui s'accomplissent chaque jour autour 
de nous. Prenons un exemple vulgaire, celui d'un homme 
qui aurait à soulever un fardeau considérable, de 1,000 ki- 
logrammes, je suppose, et qui devrait l'amener à une hau- 
teur A'un décimètre. Si cet homme est abandonné à ses 
moyens naturels, ses efforts les plus énergiques seront im- 
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puissasU pour veoir à bout de cette tâche. Il ne réussira 
pas à soulever le fardeau, ne fût-ce que d'un millimètre. 
Mais qu'on place entre ses mains une machine bien simple et 
bien connue, un levier,.et aussitôt l'obstacle est vaincu': ce 
travail , tout à l'iieure impossible, s'accomplit en peu d'Ins- 
tants et presque sans (ïiligue. Or, quel a été le rAle du levier, 
si ce n'est de transformer le travail, de décupler l'effort aux 
dépens de l'espace parcouru? Le travail n'a pas diminué, 
mais il est compote autrement. Au lieu d'éb'e formé d'une 
force de 1 ,000 kilogrammes et d'une longueur parcourue d'uo 
décimètre, il l'est maintenant d'une force de 100 kilogram- 
mes, par exemple, et d'une longueur d'un mètre. Le produit 
des deux termes n'a pas changé , mais les facteurs ont varié 
individuellement, en sens inverse l'un de l'autre. Ce qui ren- 
dait le travail impossible, ce n'était pas sa quantité, mais sa 
eompotitîon. Le même liomme qui ne pouvait surmonter 
une crrtaine action de la gravité, le long d'un certain espace, 
est Irès-capabic de surmonter une action dix fois moindre, 
le long d'un espace dix fois plus grand. 

Dans d'autres circonstances , ce n'est pas l'intensité de 
l'eifort qui fait l'obstacle, mais l'étendue du chemin à par- 
courir ou la rapidité du mouvement à imprimer. Prenons un 
second exemple, non moins (itmilier que le premier : celui 
d'un homme qui travaille au tour et y façonne des poteries. 
L'effort que doit produire sou pied pour déterminer la rota- 
tion de l'objet qu'il manipule est bien inférieur à celui dont 
il est capable, et, de ce c6té, nulle gène pour le travail. 
Mais il faut aussi imprimer une grande vitesse, et c'est là 
une véritable difficulté. On en vient à bout par une disposi- 
tion convenable dit tour, en décuplant l'effoil du pied et en 
diminuant d'autant le chemin qu'il doit parcourir. On se 
propose donc, comme précédemment, de transformer le tra- 
vail, mais à un point de vue précisément inverse. 

Enfin, il arrive qu'on ne cherche à diminuer ni l'effort ni 
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l'espace parcouru, mais qu'on veut uiiiqucmenl changer le 
point d'application de In force, afin cle rendre le travail plus 
commode.Qulnesaitipai'cxcmple, que, pour puiser de l'eau 
dans un puits , on est dans l'usnge d'enrouler la corde sur 
une poulie placée au-dessus? De la sorte, le travail effectué 
par l'homme qui tire la corde garde la même forme, mais 
le point d'ai^lication de la force a changé. Au lieu d'agir 
Yerticalement de bas en haut, en se penchant sur le puits, 
pour remonter le seau directement, H est préfémble de tirer 
de haut en bas sur la poulie, en se tenant tout à fait hors de 
l'embrasure du puits. 

SUi . — Nous avons cité à dessein des faits très-simples ; 
mais il est facile de se rendre compte qu'au fond les choses 
se passent de même dans les cas les plus compliqués. D'une 
manière générale, les opérations de l'industrie reviennent 
toujours à exécuter du trayait, c'est-à-dire à faire parcourir 
une certaine longueur à une certaine force. C'est là une vé- 
rité dont nous avons déjà dit quelques mots (tans la première 
partie de cet ouvrage (n° 76), ei qui est trop familière à l'es- 
prit du lecteur pour que nous ayons besoiu d'insister davan- 
tage. 

Les travaux que l'Industrie réalise sont à la fois très-nom- 
breux et très-variés. Elle y emploie des agents de dilTérentn 
nature: l'homme, les animaux, l'air, l'eau, la vapeur, l'élec- 
tricilé, etc. Chacun de ces agents n'est susceptible que d'un 
effort limité, les premlei-s d'tme manière absolue, les autres 
eu égard aux conditions de la pratique. Le chemin que doit 
parcourir cet effort est lui -même limité , soit quant à l'éten- 
due, soit quant à la vitesse. Au contraire, les eirets que nous 
devons obtenir n'ont pas de limites, ou plutôt ils n'en ont 
pas d'identiques à celles de l'agent. Il faut que nous soyons, 
pour ainsi dire, prêts à faire face à toutes les éventualités ; 
il faut que nous sachions augmenter ou diminuer de mille 
manières les efforis et les vitesses dont nous disposons, ail» 
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de les mettre constamment en harmonie avec le but i at- 
teindre. De là cette utilité, cette nécessité de la tranaforma- 
lion du travail. C'est tellement vrai qu'où peut dire que 
l'ait des machines a accompagné les premiers développe- 
ments de l'humanité. Il est difilGile d'assigner une époque 
où les hommes se soient absolument passés de ces appareils ; 
et il est permis de croire que les machines, au moins 1^ 
plus simples d'entre elles, ont été devinées et emplc^ées 
instinctivement dès le début. Plus tard, on a pu en trouver 
les lois, mais l'usage en avait depnis longtemps devancé l'é- 
tude. 

3fi2. — Il nous reste maintenant à monu^r que la trans- 
formation du travail peut toujours être (riitenue, du moins 
en théoi'ie. au moyen des systèmes géométriques à liaisons 
complètes. C'est ce qui résulte des deuK considérations sui- 
vantes : 

1° Les machines, n'étant que des systèmes géométriques 
particuliers, obéissent aux lois qui régissent les systèmes 
géontéuiques généraux, où le nombre et la nature dea liai- 
sons sont absolument quelconques. Le principe des for- 
ces vives doit donc y être vérifié. Ainsi nous voyons déjà 
que la force vive reçue par une machine sera absolument 
la même, quelles que soient les forces qui la sollicitent et 
quels qu'en soient les points d'application, pourvu que la 
somme des travaux de ces forces ait la même valeur ; 

2' Les systèmes spéciaux dont nous nous occupons ici, 
étant k liaisons complètes, ne sont susceptibles que d'un seul 
mouvement duns les detix sens. Les positions de tons les 
points et par suite leurs vitesses sont donc déterminées par 
celles de l'un quelconque d'entre eux, et elles ne dépendent 
en aucune sorte des forces qui peuvent individuellement les 
solliciter. 

Cela posé, appliquons au système h liaisons complètes, 
c'est-à-dire à la machine, une force P qui agit directement 
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sui' tta certaîa poiat Â ; et soit Pdp le travail de cette force 
p«udant un déplacement élémealaire dt du point A. Le sys- 
t^e entier reçoit une variatioD de force vive dî^^V qui 

est égale ù Vdp; et les divers points A', A", subissent 

de& déplacements correspondants dt', d»" ; mais si, au 

lieu d'agir sur le point Â, on eût agi sur tout autre point, 
sur A', par exemple, et qu'da lui eût appliqué une force P', 
telle que son travail élémentaire P'dp', correspondant an 
parcours d*' qu'elle subissait précédemment, fût égal à Pdp, 
le système entier recevrait la même variation de force vive, 
en vertu du premier principe invoqué. Mais, en vertu du se- 
cond principe, les positions et les variations de vitesse de 
touA les points dépendent de celles de l'un d'être euxi 
doue tous les points auront le-méme mouvement , lorsque 
c'est la force P qui agira sur le point A pendant le parcours 
di, ou lorsque c'est la f(H%e P' qui agira sur le point P' pen- 
dant le parcours correspondant dg'. 

Ce que nous disons ici d'une seule fort» et d'un parcours 
âéneMaire peut s'étendre évidemment à autant de forces 
qu'on voodra et à un parcours fini. Il est donc démontré que 
le système entier se meut de la même manière, quels que 
scùest les points où les forces sont appliquées et quelles que 
soient ces forces, pourvu que les sommes des travaux cor- 
respondant aux déplacements simultanés de ces points aient 
des valeurs numériques égales. C'est là précisément la trmtt' 
formation du travaii. 

3^3. — On voit bien pourquoi il est nécessaire que les 
systèmes destinés à atteindre ce résultat .soient à liaisons 
complètes. Car, s'il n'en était pas ainsi , la même somme de 
forces vives ne correspondrait pas au même mouvement. Le» 
points matériels prendraient des mouvements divers, sui- 
vant la disporition relative de ceux auxquels les forces se- 
raieiu directement appliquées ; et, par conséquent, il jie re- 
viendrait pas an même d'agir en telle partie ou telle autra 
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dn système. En général, les poinu les plHs voisins des Torces 
se mouvraient davantage, et leurs parcônrs diraioaeraieiil à 
mesure que les forces en seraient plus éloignées. La force 
vive gagnée, bien que gardant la mémo valeur totale, se 
distribuerait diversement sur les différentes parties du sys.- 
tème. S'il en est autrement dans les machines, et si le mou- 
vement demeure le même, quels' que soient les polaU d'ap- 
plication, cela lient ù ce que les liaisons sont complètes, 
c'est-à-dire assez multipliées pour ne permettre qu'un dé- 
placement unique, dans tous les cas. 

Hhli. — Le râle des machines doit être désoimais fiicile à 
saisir. Tout travail consiste, avons-nous dit, à vaincre nue 
certaine force le long d'un certain chemin. De mi^me quo 
nous ne nous rendons compte de réquilibi« de deux forces 
qu'en les imaginant appliquées au m^e point et directe- 
ment opposées, — cas simple auquel finalement nous rame- 
nons tous les autres, — de même aussi nous ne concevons la 
réalisation d'un travail quelconque qu'au moyen d'une force 
^le et contraire à la résistance à vaincre, et avançant te 
long du même chemin où celle-ci recule. La transformation 
du travail, par une machine, doit donc aboutir h ce phéno- 
mène élémenlïire. Et, en effet, supposons qu'avec une force 
P, agissant au point A d'une machine, on veuille effectuer 
un travail qui consiste à faire reculer une résistance Q agis- 
sant au point B. Pour que ce résultat soit obtenu il faut, en 
définitive, en arriver à ce qu'une force égale et contraire ù la 
force Q agisse au même point B. — Quand je dis égale, je 
devrais dire un peu supérieure : car elle doit d'abord tenir 
en échec la résistance Q. et ensuite fournir à toutes les par- 
ties du système les vitesses qu'elles prennent dans leur moi<- 
vemciit effectif. — Le rôle de la machine est donc de faire que 
les choses se passent , au moyen de la force P appliquée en 
A, comme si une force directement contraire h la force Q 
était appliquée en B. Ce résultat découle précisément de 
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ce qu'on a démoniré plus haut; car, puisque le mouvement 
du système est le même, quelle que soit U force dont on dis* 
pose et son point d':ippUcation, pourvu que le travail resta 
le même, il s'ensuit que la force P, en A, équivaudra ù la 
réciproque de la force Q, en fi, et que par.suite le travail 
proposé sera (ri)tenu, pourvu que le produit élémentaire P<(}> 
soit numériquement égal à Qdq. 

Négligeant pour le moment le petit excès que doit pré- 
senter.le travail de P sur celui de Q, aûn que le sysième re- 
çoive effectivement la force vive qui correspond à sou mou- 
vement, ou voit que la question fondamentale des machines 
se réduit à réaliser l'égalité des produits MpetQdq; ce qui 
signifie qu'on se propose d'y transformer un travail donné 
de manière à produire l'effet qu'on a en vue, ce qui est bieu 
le problème capital de toutes les machines possibles. 

Avant de poursuivre, nous ferons connaitre quelques défi- 
nitions qui sont d'un fréquent usage. 

Ou nomme travail moteur le travail dont on dispose ou 
qu'on applique à la machine en vue du résultat désire. On 
nomme effif utile ce résultat lui-même. Le travail moteur 
est nécessairement supérieur, en valeur numérique, ù l'effet 
mile, puisqu'il doit communiquer en outre au^ystème un 
certain monvemenl. Il est bien clair que, si tout restait im- 
mobile , il n'y aurait pas d'effet produit , et que cet effet ne 
commence qu'au moment même où le système s'ébranle et _ 
où les points d'application se déplacent. Le travail moteur 
se décompose donc en deux parties, l'une égale et contraire 
à l'effet utile, qu'on appelle travail utile , l'autre qui reste 
en dehors de ce résultat et qu'on appelle travail perdu. On 
peut dire que le travail moteur est égal au travail utile, plus 
le travail perdu, ou au u^vail utile, plus la variation de force 
vive de l'ensemble des corps en mouvement. 

Dans la réalité le travail perdu surpasse sensiblement la 
variation de force vive, parce que, entre les parties du .sys-. 
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tème, se développent sponianénKDt des forces qui s'oppownt 
au mouvement, ou qui, à chnque instant, diminuent la force 
vive que les actions extérieures tendent à commuDÎqner au 
système. Ainsi les frottetnents , les chocs, etc. sont autant 
d'incidents inéviubles , en vertu desquels une portion du 
travail moteur est toujours détruite en pure perte. Mais, dans 
l'étude théorique à laquelle nous nous livrons ici, nous lais- 
serons de côté l'appréciation de toutes ces circonstances, 
réservée pour la mécanique appliquée, et nous snppo^rons 
qu'entre le travail moteur et le travail utile i) n'y a d'autre 
différence que celle qui correspond à la variation de force 
vive. 

Pour compléter ces déflnilions, nous ajouterons qu'on ap- 
pelle puitianee la force qui produit le travail moteur, et 
rùùtanee celle qu'on vent vaincre ou qui donne lieu à l'effet 
utile. Ce dernier se nomme aussi travail réfutant, en sorte 
que nous nous servirons indifféremment de ces deux dési- 
gnations. Enfin on est dans l'usage de regarder le travail 
moteur comme positif, et par suite on l'affecte du signe 
plut, tandis que le travail résistant est toujours affecté dn 
signe moini. Il est clair que la convention inverse pourrait 
également £tre faite : mais, quelle que soit celle qu'on adopte, 
il est naturel de mettre les signes contraires en évidence , 
puisque ces deux travaux sont nécessairement de sens op- 
posés. D'après cela le travail utile, étant égal et contraire à 
l'effet utile ou travail résistant , l'équation qui l'exprime a 
ses deux membres positifs , puisque le second devrait <tre 
affecté du double signe moitu. 

Les définitions qui précèdent ne sont pas restrdntes an 
cas d'une seule force motrice et d'une seule force résistante : 
mais on les étend à l'ensemble de toutes les forces motrices 
et à l'ensemble de toutes les forces résistantes. Il en résulte 
que l'équation relative à la transformation du travail , au 
point de vue le plus général, s'écrit de la manière suivante : 
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(1) IVdp = Kidq + dl\ mV= , 

en désignant par P et par Q une puissance et une résistance 
quelconques du système. 

Sùô. — Cette ëquatioD) qui n'est autre que l'équation gé- 
nérale des forces vives des systèmes géométriques (n° 1A1) 
OH l'on a mis en évidence les termes de signes contraires, 
suffit, comme on sait, pour résoudre le problème du mouve- 
ment des macbines, en adjoignant, bien entendu, les équa- 
tions de liaisons qui existent entre lous les points matéiiels 
du système. Mais ce problème mécanique, envisagé dans se 
plénitude, n'est pas celui qu'on se propose sur les machines. 
On a en vue uniquement de transfonner le travail , c'est-à- 
dire de recbercbei' les relations qui doivent exister entre les 
diverses forces et les déplacements de leurs points d'appli- 
cation pour que l'équation ci-dessus se trouve satisfaite. 

Le dernier terme de cette relation, qui représente la va- 
riation de force vive ou l'excès du travail moteur sur le tra- 
vail résistant, est évidemment susceptible d'élre diminué à 
volonté et au-dessous de toutes limites, en laissant d'ailleurs 
aux puissances et aux résistances leurs mêmes valeurs. C'est 
à quoi l'on peut en effet parvenir de deux manières : soit en 
supposant que le mouvement dn système est extrêmement 
lent, soit en envisageant ce système lorsqu'il est déjà animé 
d'une certaine vitesse, qui demeure uniforme ou à peu près 
pendant toute la suite des opérations qu'on effectue. Dans la 
pratique , l'un ou l'autre de ces deux cas se présente ordi- 
nairement : ou bien la vitesse est négligeable par rapport 
aux travaux en présence, ou bien cette vitesse, d'abord nulle 
et croissant ensuite rapidement, atteint bientôt une nnlTor- 
milé presque complète. Ce dernier résultat est Ait à ce que 
les résistances telles que les frottements, les chocs, etc. aug- 
mentent avec la vitesse ; en sorte que la résistance totale de- 
vient promptement égale- à la puissance , et ne varie plus , 
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dès loi's , que d'une maotèrc insensible. On néglige doiic 
le dernier terme de l'équ^itiou précédente, nu nioius dans 
l'élude théorique des machines. La transformation du Ira- 
vail est simplement exprimée de la manière vivante : 

(2) IPdp = lQdq. 

Celle équation, qui correspond, avons-uous dit , ù l'Iiypo- 
thèse de l'uniformité du mouvement, n'est autre qiie l'équa- 
tion de Yèquilibre des machines (n° iUl, 3*^ couséquence), 
puisque les conditions de l'équilibre sont les mêmes , soit 
que le système demeure immobile , soit que tous les pointfi 
gardent des vites^s constantes. 

346. — Le problème de la transformation du travail peut 
être envisagé à deux points de vue que nous allons indiquer. 
Pour nous faire mieuit comprendre, bous supposerons qu'on 
n'a qu'une seule puissance et qu'une seule i-ésisiance. La 
généralité des considérations n'en sera nullement altéi-ée. 

La relation ci-dessus devient, dans cette hypothèse : 

(3) Vdp = Qdq . 

Celte équation renfermant quatre quantités, on peut se pro- 
poser de déterminer l'une quelconque d'entre elles en fonc- 
tion des trois autres. Mais il n'en résulte pas quatre ques- 
tions distinctes, parce que ces quantités sont de méoM! 
nature, deux à deux, et qu'il revient parfaileoiept an même 
de rechercher la valeur de la puissance ou la valent de la 
résistance. Dans les deux cas , c'est toi^uurs une force 
qu'on veut déterminer j en soi le que le caractère philoso- 
phique de la question ne change pas. Il reste donc seule- 
ment deux points de vue, suivant qu'il s'agit de la recher- 
che de la force ou de la recberclic de l'espace parcouru. 
Examinons-les successivement. 

1° Si c'est une des quantités dp ou dq, la première , par 
exemple, qui est inconnue, le problème à l'ésoudre est 
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celui-ci : Étaut doDnrà nnc résisiaoce à raîucre et le chemin 
que parcourt son point d'application , déterminer le chemin 
que devra pai'courir une puissance connue, pour que l'égu- 
lité des travaux élémentaires soit à chaque instant vérifiée. 
£n d'autres teimes, il faut que les points d'application de la 
puissance et de ia résistance appartiennent à une machine 
dont ta conformation suit telle que le mouvement qui en ré- 
sulte satii>fasse à la condition que nous venons d'énoucer. 
C'est là , comme on voit , un ptobième de pure géoméuie , 
puisque tout se réduit à établir un certain rapport entre les 
déplacements correspondants de deus. points. Ce problème 
pourra, en bien des cas, devenir fort diflQcile, et souvent 
même insurmontable , par suite des variations qui ont lieu 
dans les grandeurs ou les direclions des forces données ; de 
fuçon que telle disposition de machine qui conviendrait , à 
uu certain instant, pour vérifier l'égalité du travail élémen~ 
taire, ne convient plus à l'instant suivant, à cause des chan- 
gcmeoia survenus dans les termes du rapport. Cette impos- 
sibilité où l'on est en i^énéral de construire une machine qui 
s'adapte parfaitement au travail qu'on a en vue , enlève 
tout intérêt à la solution qu'on en voudrait ubienir a potle- 
riori. Je veux dij-c par là qu'on ne se pose jamais la ques- 
tion on ces termes : Construire nue machine qui satisfasse à 
l 'égaillé du travail pour une valeur particulière des forces. 
Un serait ainsi conduit à multiplier indéflniment le nombre 
des machines , qui varieraient d'un cas à l'autre , sans au- 
cuu profit pour l'exactitude théorique. Mais on se place 
au point de vue opposé, et l'on construit à l'avance les ma- 
chines , d'après les conditions ordinaires de la pratique. 
Un forme plusieurs types de ces appareils selon les princi- 
pales catégories de travaux à exécuter en indnsune. Dans 
chaque type , on a des grandeurs différentes plus ou moins 
bien appropriées aux quantités de travail qu'on veut pro- 
duire dans une même catégorie d'opérations. La construc- 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



' fcfO LIVRE VU. — PROBiAmES SPÉClAliX. 

tion des machines forme donc un ait en dehors de la méca- 
nique rationnelle. Les transformations de mouvement qu'on 
y étudie, et qni sont, nous le répétons, des questions de pure 
géométrie, constituent une science assez étendue, dont les 
résuhats restent étrangers fi l'objet de ce cours et seront plus 
logiquement présentés dans la mécanique appliquée. Il est 
entendu que nous laisserons de câté la première nature de 
questions que nous avions indiquées, et que nous regarde- 
rons toujours les mouvements des points d'api^ication des 
(Wces comme assurés , par la disposition mâme de la ma- 
chine, indépendamment de ces forces elles-mêmes. 

S' L'unique problème qu'il nous reste à considérer consiste 
doncà déterminer une des forces, toutes les antres quantités 
étant connues. Il s'agit de disposer de P et de Q de manière 
à satisfaire à l'égalité des deux rapports : 

Cette question, si simple en apparence, peut être Irès-com- 
plïquée en réalité. Remarquons en effet que dp et dq repré- 
sentent, non pas les longueurs parcourues elles-mêmes, mais 
les projections de ces longueurs élémentaires sur les dlrec- 
dons des forces. En sorte que la relation à satisfoire est 
celle-ci 

^'^^ "5" <U cos(P,(fc) ' 

en désignant respectivement par d* et da' les espaces par- 
courus par les points d'application de P et de Q. 

Or, le mouvement de ces points n'ayant pas lieu générale^ 
ment en ligne droite, il s'ensuit que, si les forces gardent des 
directions constantes, les cosinus des angles qu'elles forment 
avec les arcs décrits varient perpétuellement. Les termes 
des rapports ne conservent donc pas les mêmes valears, ee 
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i|«i nécessite nne variation perpétuelle correspondonte dans 
la gmndenr de la force à déterminer. La loi de œi Taria- 
tions, e'est'à-dire la fonction de l'espace parcouru qol 
exprime la valenr de la force à tout instant , pourra ^re 
très-complexe. Théoriquement, cette foaction sera fournie 
par la CMinaiEaance des positions simulUnéea que dolvest 
occuper les deux points d'application. Mais les relations de 
piwdear et de directions, qui, d'après ia conformation de la 
miehii» , existent à chaque instant mire les arcs élémen- 
taires , seront dans beaucoup de cas fort difficiles à expri- 
mer analytiqnement avec nne parfaite exactitude. Le rap- 
port de la pnîstanoe à la péfistaDce sera donc Im-mèine 
nataisë à éublir, et on en sera réduit fbrt sonrent à des ap- 
proximations pins on moins grossières. 

Ces difflcultés redoubteront natarelleaent lorsque les 
forces du système ne se réduiront pas Ji deux seolwnent, et 
qoe lenrs directions varieront en même temps que leurs iiw 
tensités, aux diverses positions occupées par leurs points 
d'application. Que si I'mi passe k la pratique, et qu'on veuWe 
twtir compte des forces étrangères, telles qwe les frottements, 
les cbocs, les résistances des milieux, etc. , ainsi que des va- 
riations de vitesse subies par les diverses parties du système, 
on se trouvera en présence de tels obstacles, que la solution 
rlgonrense doit être regardée comme absolument impossible. 
Mais l'équation des forces vives n'en reste pas moins l'ex- 
pression de la loi de la transformation du travail dans les 
na(^ines. 



Hemarques, 

2&7. ~— An point de vue mathématique, nne madiine en 
é^ilibre ou douée d'un monveraent nniforme se trouve dans 
les némea cemUtiODS : j« veux dire par là que les forces qui 
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U Bollicilent salùfont aux méoies i-elatîoDS. Mais, an' pont 
de vue industriel, U esisle une très-grande différence : car, 
au repos, il n'y a pas de travail produit, laadis qu'avec le 
mouvement il y a toujours un certain travail ; et ce travail 
est d'aitant plus grand, au bout du même temps, que te 
mouv^ent du système est jAoà rapide. Il ne fandrait pas 
cooclure néanmoins de cette dernière considération qu'il y 
a un intérêt d'économie à employer une machine dans son 
état de plus grande vitesse possible : car, si l'effet utile aug- 
mente en raison de cette vitesse, le travail dépensé aug- 
mente de même, en sorte que finalement le ra^^rt, cons- 
tant en théorie , ne diminue pas dans la pratique; loin de 
là , il augmente au contraire considérablemeut, parc% que tes 
résistances nuisibles dévelc^pées dans la machine croissent 
eu raison de la rapidité du mouvement. Ce qui fait qu'on 
donne à la machine une certaine vitesse, souvent très-grande, 
ce n'est pas dans le but chimérique dediminuer le rapport de 
la dépense au produit, mais parce que les considérations 
qui ont détenniné à accomplir le travail qu'on a en vue mi- 
litent aussi pour que ce résolut soit obtenu le plus tât pos- 
sible. On se résigne ainsi h ce que le l'apport de la dépense 
au produit soit réellement augmenté. Sans de tels motifs, 
éti-angers à la question théorique, on serait conduit à faire 
U'availler les machines sous la vitesse la plus lente possible. 

Nous avons vu précédemment que la traa^ormatiou du 
travail est surtout étudiée dans l'hypothèse de l'anifennité 
du mouvement, et que la détermination des variations de la 
vitesse consUtoe un problème de mécanique générale, sans 
intérêt pour les machines proprement dites. 

Mais, s'il est vrai qn'on s'arrange généralement pour foire 
fonctionner les machines avec nn mouvement uniforme, cela 
ne lient point à ce que les variations de vitesse correspon- 
dent directement à une perte de ti-avail moteur. Car, bien- 
que cette perte ait lieu pour une période restreinte, pendant 
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laquelle la force vive augmente, il n'en est pas de même pour 
une période suffisamment longue, 01*1 la vitesse repasse par 
la même valeur qu'en commençant. La force vive, qui aura 
augmenté d'abord et diminué ensnite, restituera en dernier 
lieu loutle travail primitivement absorbé; et, en somme, 
cette circonsunce n'aura aucune [influence sur l'effet niile. 
Or, le jen d'une macliine e&t presquetoujours assez prolongé 
ponr qne la vitesse puisse repasser plusieurs fois par des va- 
leurs égales. Ce sont d'antres considérations qui conduisent 
à éviter ces variations, : elles sont tirées, soit de la conve- 
nance du travail à effectner, lequel exige souvent un mon- 
vemenl uniforme, soit de la machine elle-même, dont la con- 
servation est mieux assurée avec des mouvements réguliers. 
Il n'en reste pas moins certains cas où, de toute nécessité, il 
foui accepter les variations de vitesse et même les recher- 
cher volontaireotent : tels sont tons les travaux de percus- 
sion. On incorpore alors dans la masse de la machine une 
certaîDe quantité de travail,' sous forme de force vive, qu'on 
utilise ensuite à un moment donné. £n pareil cas, c'est 
l'équatioB (1) et non l'équatton (i), qui exprime la loi du 
travail. 

Dans toutes les circonstances ou l'on désire que le mou- 
vement soit uniforme, on a à surmonter certaines difficultés 
pour y parvenir. En eQ'et, en admettant, — ce qui parait être 
nn cas favorable, — qne la puissance et la résistance soient 
constantes en grandeurs et en directions, il faut tenir com^rte 
de ce qne les points d'application se déplacent, et de ce que 
les éléments décrits dans ces déplacements ne sont pas gé- 
néralement en ligne droite. Les cosinus des angles de ces 
éléments avec les directions des forces ne conservent donc 
pas le même rapport, et il s'ensuit que la relation (5) est 
altérée, tantêt dans le sens de la puissance, tantêt dans le 
sens de la résistance. Des augmentations ou des diminutions 
de force vive du système en sont la conséqnence nécessaire. 
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Pour resserrer les variations de la vitesse elle-même entre 
des limites convenablement rapprochées, od comprend qu'il 
suffit d'accroître, dans une ceitaiue mesure, la masse des 
corps en mouvement. C'est dans ce but que la machine est 
liée à certains objets additionnels, qui.se meuvent avec elle, 
et qui ont pour unique destination d'ajouter ù la masse to- 
tale. Ces objets, désignés sous le titre générique de volant», 
seront mentioBnés avec' plus de détails dans la mécanique 
^^ïquée. 

ifefn^c npéelalc de q«el^d«i auiehlnc* Ibivrl^acs. 

ZUi. ~ Nous considérerons ici les machines qu'on ap- 
pelle communément machines limptea. Nous les suppose- 
rons dans des conditions ubeolument théoriques, c'eM-Jedire 
ne donnant lieu ii aucune résistance nuisible et fonctionnant 
sous un mouvement uniforme. Nous leur appliquerons la loi 
de la transfomution du travail, c'est-à^lire que nous recber- 
cber«B« le rapiwrt qui doit exister entre les diverses forces 
qui sollicitent la machine, pour que le travail moteur soit 
égal et contraire à chaque instant au travail résistant. Les 
conséquences conviendront d'ailleurs exactement au cas de 
l'équilibre, ainsi que nous l'avons déï^ remarqué. Enfin nous 
ne nous occuperons que des machines dont la conaiitulioii 
géométrique estasses simple pour qu'on puisse voir et ex|H-î- 
mer sans difficulté la loi qui existe entre les déplacements 
simultanés des divers points d'application, loi d'où dépend, 
comme on sait, celte qui régit les forces elles-mêmes. 

ili9, — Levier. On nomme levier une tige rigide et 
inextensible assujettie à tourner dans un même plan autour 
d'un axe ioâ>ranlable. 

On applique à ce levier une puietaace et une réiittatué 
agissant en des points déterminés, et l'on demande le» rela- 
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lions qui doivent exister entre ces deux forces ponr que le 
mouvement de l'appareil soitiinifonnë,oa,cequi revient au 
même, pour que le système demeure en équilibre. 
Soit A B la tige> et l'axe fixe, que noiw supposeroos p«^ 
2 peodiGulaîre mi' piin de 
Q s, la figure, en soMe qae 

ce dentier fiên sera pré- 
ciBément celui de la ro- 
tation. Soit P el Q la 
^■■- ^- puiuaocfl et la r^is- 

tance, appliquées anx points A et B, et que noas suppose- 
rons, pour plus de simplicité, perpendiculaires k la direetioa 
du levier. Soit enfin / la Ituigueur du levier, a la distance 
OA, et A = /— a la distance OB. 

La relation générale à satisfaire pour l'équililNV Mt, 
coioae nous avons vu, la relation (5) du n' 3&6, 

^ ds' cos (Q, ds') 
Q " (fa cos (P, rfj ) ' 

Les différentielles dt et di' désignent les arcs élémentaires 
AA, , BB, , décrits parles points d'application, lorsque le le* 
vier AB vient occuper une position infiniment voisine A,B,, 
enloarnant autour de l'axe fixeO. SidS désigne l'angle infi- 
niment petit AOA( ou BOB, , tes arcs seront respectivement 
représentés par ad^ et bd9. Quant aux cosinus des angles 
ftHinés par les directions de ces arcs avec les directions des 
forces, ils sont tons deux égaux à 1, puisqu'on «supposé tes 
forces perpendiculaires au levier, et que dans cette rotation 
infiniment petite la perpendicularité n'est pas altérée. L'é- 
quation générale ci-dessns se réduit donc à 

V _bdB 
"q— ^' 

ou, en eS'açant le focteur commun rfO, k 



rmn-n-.;GoOg\c 



hU MTBE m. — PRORLfcMES SPÉCIAUX. 

(1) _ = _ , " ou cucorc P : Q :: 6 : a î 

ce qui Bigoifle que les forces doivent élre eu raison inverse 
des disAnces de lenre points d'application à l'axe Kxe. 

Ces distances ont reçu le nom de hrat de levier, ea sorte 
que celle proposition s'énonce en disant que, dans l'équi- 
libre, les forces sont en raison inverse de leurs bras d^ 
levier. 

On peut dire aussi que les momenls des forces sont égaux. 

Ce rësiillal fort simple avait déjà été fomnilé d'une ma- 
Bière générale au n* 323, à l'occasion de l'cqnilibre d'nn so- 
lide quelconque assujetti à tourner autour d'un axe fixe. 

La relalioD que nous venons de trouver entre les deux 
forces du levier est précisément celle qui existe entre les 
disiauces des points d'application de denx forces parallèles 
et du point d'application de leur résullanie. On sait, en effet 
(n" S1&), que les longueurs comprises entre la résultante et 
chacune de ses deux composantes sont en raison inverse des 
intensités de ces dernières. C'est à quoi l'on devait s'at- 
tendre : car, le levier éteint eu équilibre, il est bien évident 
que la résistance de l'axe Gxe intervient comme une troi- 
sième force parallèle, égale et opposée h la résultante des 
deux forces P et Q. Cette r^narque fimmit immédiatement 
le moyen d'évaluer la résistance de l'axe ou ce qu'on nomme 
la charge de cet nxe. La force qui représente la charge 
n'est autre que la somme de la puissance rt de la résistance 
supposées appliquées au puint 0, agissant dans le même 
sens, et suivant une parallèle ù la direction commune. Une 
force égale et contraire à la charge représente la réactîiin 
que doit développer l'axe fixe pour équilibrer 4'influence des 
forces extérieures, c'est-à-dire la résistance de cet axe. 

Si les forces P et Q nVt»ient pas perpendiculaires au le- 
vier, mais avaieat de^ directiosa obliques quelconques, la 
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retation (1) d'équilibre fi laquelle nous venons de parvenir 
devrait s'enlendi'e, non plus des intensités P rt Q elles-mè- 
. mes , mais de leurs com- 

^-■^ \ ' posantes suivant les per- 

I __.-'■' \ pendiculaii-es A H et BÀ : 

de telle sorte que , « tt S 
rcpi'ëseutiiiit les angles 
PAH, QBK, elpar suite 
Pcosa et QcosS repré- 
sentant les composantes 
en question, la relation 
Fis- "»- d'équilibre serait 

(2) y^^^t ou Pc(»a:PcosÊ::6:a; 
^ ' g eus 6 

a et A continuant à désigner les lopgueurs A et B. En 
eHet, la relation générale d'équilibre est, comme nous l'a- 
vons vu, 

^_ tb'cos (Q, ds) 
Q ~ ds coa (P, ds) ' 

Or, dg et dt' soiit toujours égaux respectivement à adS et 
bdQ. L'angle de P avec dg n'est autre qtie l'angle PAH, 
puisque l'arc élémentaire parcouru est sur le prolongement 
de la perpendiculaire A II ; de même l'angle de Q avec dg' 
n'est aune que l'angle Q BK, Or retombe donc sur la rela- 
tion (3). 

Au lieu de dire que les composantes normales des foi-ces 
sont en raison des longueurs A et B 0, on peut dire aussi 
que ces forces elles-mêmes sont en raison inverse des per- 
pendiculaires Olet OL abaissées de l'axe fixe sur leui-s 
directions. En effet, si les longueursAP et BQ représeitteni 
les intensités des forces P et Q , et qu'on mène les perpendi- 
culaires PH et QK, les longueurs A H et BK représenteront 
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les intensités des composante* Pcosa et Qcos€. Or, les 

denx Iriangles A PH el AGI ëiant semblables, on a 

APxOI = AHxAO. 
Les deux triangles BQK et BOL étant aussi semblables, on a 
BQ X OL = BK X BO; 

mais puisqu'on sait, d'après ce qui précède, que AH x AO 
égale BKxBO, il en résulte: 

APx01 = BQ"xOL, ou P iCi :: t/ : p, 

en désignant par p et q les perpendiculaii-es Olet OL, les- 
quelles sont les vrais bras de levier des forces. 

Ainsi la relation consistant en ce que les intensités des 
deux forces sont en raison inverse de leurs bras de levier est 
toujours vraie, pourvu que, suivant la défiuitioa dé^à donnée 
au n° 89, on continue à désigner dans tous les cas par ce 
terme, hrag de lei>i&r, la peipendiculnire abaissée du point 
fixe sur la direction de la force. 

Si la tige A B, au lieu d'être rectiligne , comme nous l'a- 
vons supposé, avait une foi'me tout à fait quelconque, la 
conséquence précédente subsisterait intégralement, el le 
bras de levier devrait tou- 
jours s'entendre de la per- 
pendiculaire abaissée de 
' l'axe Axe sur la direction de 
la force. Soit, en effet, une 
tige curviligne AmOnB, 
dontO estl'axe fixe. Parcv 
point , noenons une droite 
^' ' quelconque A'O B' , et sup- 

posons-la invariablement liée à la lige donnée. Oa peut 
concevoir les forces comme appliquées respect ivemeut aux 
poids A' et B' de leui's diiectious, lesquels sont les extrcmi- 
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tés du levier rectiligtie A'O B'. On retombe ainsi sur le cas 
précédeot, et, par suite, la relation enire les forces et les 
perpendicMlaires 01 et OL subsiste de la'méme manière. 

Remarquée. 

{° Lorsque les Totces sout obliques à la direction du levier, 
elles donnent, outre leurs composantes normales Pcos«, 
QcosS, des composantes Psina, Qsin€ qui agissent suivant 
la droite même du levier. Ces dernières forces sont détruites 
par la résistance de l'axe fixe, et s'exercent conséquemment 
en pure perle pour le travail. I.e seul résultat est de fatiguer 
l'axe fixe en raison de la différence Psina — Qsin€, et 
de fatiguer la tige du levier proportionnellement à ta plus 
grande de ces deux forces. Il y a donc fout intérêt à éviter 
ces composantes autant que possible, et i faire travailler les 
forces motricts normalement à lu direction du levier. 

2' Nous avons supposé que les forces étaient situées dans 
le plan même de la roiation du levier. S'il en était autre- 
ment, on décomposerait chacune d'elles en deux autres, 
l'une située dans ce plan , et l'autre perpendiculaire. Celte 
dernière n'aurait d'autre effet que de tendre h entraîner le 
levier hors de son plan de i-otation, et, par suite, de dislo- 
quer l'appareil. 

3" En général le point fixe n'est pas constitué par nn axe, 
mais par un simple appui placé du cdté oii les forces agis- 
sent, et contre lequel le levier se trouve pressé. La rotation 
du levier étant asse?. petite, cet appui est sulTisant pour te- 
nir lieu de l'axe, et le levier ne l'abandonne pas pendant son 
mouvement. Mais, dans ces conditions, il devient plus es- 
sentiel encore d'éviter les composantes le long du levier, qui 
le feraient glisser sur son appui, ainsi que les composantes 
normales au plan de la roiation, qui lui feraient abandon- 
ner cet appui, puisqu'il ne pourrait y avoir aucune résis- 
tance transversale. 
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A* Loiiiqu'aii lioti d'une seule puissance cl d'uoc seule ré- 
sistance, il y a plusieurs forces en jeu, ta théorie de l'uppu- 
reil demeure aussi simple. Il suflil d'appliquer les consé- 
quences qui pivccdem à la résukanie de toutes les puissan- 
ces, d'une part, et à la résultante de tontes les résistances, 
d'autre part. D'après cela, il n'y a aucune difflculié à lenir 
compte du poids du levier, quand or ne le trouve pas négli- 
geable. C'est une force de plus, qui est une puissance ou une 
résistance, selon le sens de sou action. 

350. — .1 litre remarque. Nous nous sommes étendu avec 
quelques déiaiissur la théorie du levier, quoiqu'elle soit fort 
simple en elle-même. Nous avions un double motif pour en 
agir ainsi. Cette machine est e» effet d'un usage très-i'é- 
pandu duus les arts, où elle revêt les formes les plus diver- 
ses; il importe donc d'en avoir les résultats sans cesse pré- 
sents à l'cspril, et abstraction faite de l'étude des systèmes 
géuéraux dont elle est un cas particulier. D'un autre côté, 
il n'était pas permis de traiter accessoirement un appai^îl ' 
qui a joué un si grand rôle dans l'histoire de la mécanique. 
.4vant que celte science ei"!! été constituée dans sa plénitude, 
et à un véritable point d^ vue d'ensemble, les géomètres, 
foricmcntpréoccupésde l'importance dn levier, l'avaient pris, 
ol avec raison, pour point de départ de presque tontes leurs 
déductions. Il est certain qu'un grand nombre de machines 
ne sont au fond que des leviers plus ou moins complexes, où 
il est possible, sous des formes variées, de mettre en évi- 
dence le principe de cet appareil. Jusqu'à ces derniers 
temps, les mai'htncs industrielles n'avaient poiut eu les com- 
plications ingénieuses que nous leur connaissons aujour- 
d'inii, gricc auxquelles on a réalisé dos travaux perfection- 
nés dont les siècles antérieurs ne s'étaient pas doutés. Le 
génie des inventeurs s'était presque exclusivement eKereé 
dans un même cercle. L'idée-mère du levier dominait toutes 
les innovations. Il ne faut pas s'étonner que la science, qui 
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est (oujoui s cil liiii'iiionie avec l'état des sociétés, se fiit cons- 
tituée à ce point de vue, et qne la théorie de celte machine 
simple en formai la base esseniielle. Mais les progrès du 
siècle passe et surtout du siècle actuel ont profondément 
modîBé une telle situation. Les lois générales du mouve- 
ment et de l'équilibre ont été établies avec toute la largeur 
qn'on pouvait désirer, et l'étude du levier, comme celle d'une 
machine quelconque, n'a plus été qu'un point imperceptible 
de l'ensemble. On reconnaît en effet sans difficulté que les 
déductions précédentes ne sont que l'application, à un cas 
très-simple, de la théorie générale du mouvement d'un so- 
lide assujetti ù tourner autour d'un axe ii\o, et que cette 
théorie elle-même n'est qu'une parlicularité scientifique du 
mouvement des systèmes i"! liaisons quelconques. Aujour- 
d'hui donc, il serait oiseux et même puéril de composer des 
traités de mécanique au point de vue d'une machine aussi 
:iccessoire. C'est un peu le tort dans lequel tombent, ce nous 
semble, les auteurs, qui, trop exclusivement préoccupés de 
l'équilibre, exposent les théories statiques indépendamment 
de celles du mouvement, et en forment un corps de doctrine 
spécial où l'étude du levier et de quelques autres appareils 
similaires occupe en définitive la plus grande place. Une 
telle mélhode peut être avantageuse, il est vrai, pour les es- 
prits qui recherchent une étude sommaire et qui l'entre- 
prennent surtout comme préparation à l'art de la constmc- 
lion des machines. Mais elle est peu appropriée à un ensei- 
gnement élevé, qui se propose de dépasser les avenues de la 
science et de suivre la mécanique jusque dans ses derniers 
développements. 

351. — Balance, rotname, peëon. Ces appareils sont 
tous trois destinés à évaluor les poids des corps. Ils sont 
bases sur le principe du levier, et la théorie en est fort 
simple, comme on pourra en juger. 

La balance confi\f,\t: csseihlicllemenl en un levicf ou fie'au. 
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dont le milieu repose sur un support et dont les deux par- 
lies sont formées par des tiges A, 6 assemblées sous m 
angle A OB très-voisin de 1S0°. 

Aux extrémités A et fi sont suspendus des plateaux sur 
lesquels on place, d'un câté le corps qu'on veut peser, et de 
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Vautre cAté les poids connus qui sont destinés fl fournir 1'^ 
valuation cherchée, 

La balance, dans son état d'équilibre, occupe la position 
AOB, telle que la ligne AB, qui joint les deux extrémités 
du fléau, est parfaitement horizontale. 

Il est évident qtto labatancc*étant ainsi disposée lorsque 
les plateaux ne supportent aucune charge, elle ne subii-a pas 
de changement si l'on introduit des charges égales de part 
et d'autrej et que, réciproquement, si cette situation initiale 
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de la balance n'est pas altérée par Hntrôdaction de nou- 
veaux corps, on sera assuré que ceux'«i ont des poids 
égaux. Cela résulte immédiatement de ce que les forces qui 
représentent les deux charges ont des bras de levier égaux 
AI et 61. Dès lors pour peser an corps placé sur l'un des 
plateaux, il suffit de mettre sur l'antre plateau des poids 
qui laissent subsister la position initiale de ta balance. Ces 
poids représentent exactement le poids du corps. 

Remarque I. — Si l'on vient à introduire sur l'un des 
plateaux une charge additionnL'Ile, de telle sorte que la 
charge totale de ce plateau que nous représenterons par P 
soit plus grande que la charge Q de l'autre, l'équilibre sera 
détniit : la balance s'inclinera du côté le plus chaîné, et le 
(léau prendra la position A'Oft'. Cette position sera déter- 
minée par la condition que te moment de la force P, par 
rapport au point fixe, se trouve alors égal au moment de ia 
force Q. Une telle égalité s'établira nécessairement pour 
une inclinaison convenable du plateau le plus chaîné. Car, à 
mesure qne le point A descend, le point I, milieu de A fi, 
s'écarte à droite de la verticale et occupe une posiliou l' telle 
que or soit la perpendiculaire abaissée du point sur la 
droite A'B'. Or, le moment de la force P est actuellement 
représenté par P. A'C et le moment de la foi-ce Q est repré- 
senté par Q. B'D', Il est clair que le bras de levier B'D' est 
plus grand qne le bras A'C Car, si nous concevons menée 
par r une verticale qui rencontre ces deux bras en h et 
k, on voit que B'D' surpasse B'A d'une quantité D'A égale 
h celle dont A'C est surpassée par A'i qui est égal à B'A : 
en sorte que la différence entre les deux bras de levier est 
égale au double de C A, ou au double de 1 multiplié par 
le sinus de l'angle 10 1'. Désignons cet angle par a, et re- 
marquons que 1 est égal à la longueur A que j'appelle^ 
rai /, multipliée par le cosinus de l'angle AOI que j'ap- 
pellerai V. La difléience en question a donc pour valeur 
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3/cos V sillet. Pour que les moments des ror(;rs P et Q soient 
éffku\ , dans la position actuelle de la balance , il faut que 
l'on ait : 

(1) P.A'C'=Q(A'C + 2icosVsin«); 

Or, A'C =A'0. sin A'OC =/sin (V — a). La relalion 
ci-dessus se réduit à 

{P — Q) sin (V — «) = 2 cos V ain a , 

d'où l'on lire : 

(P — Q)(sinVco8a— cosVsin*) =2Qco8Vsina ; 

En divisant par cosVcosm, et faisant des l'ëductions évi- 
dentes, il vient : 

(2) (P+Q) fang «= {P — 0) ungV . 

Comme « peut avoir toutes les valeurs possibles, depuis o 
jusqu'à V, il est bien évident qu'il se produira tDii[oui-s nue 
înclinoison convenable du fléau, pour laquelle la relation ri- 
dessus sera véiifiée, et pour laquelle, par conséquent, il y 
aura équilibre des forces inégales P et Q. On pent même re- 
marquer, en passant , que l'observation directe de l'anglu a 
permettrait de coodure le lapport des poids, et, par suite, 
de peser les corps, malgré l'inctitiai^on du fléau. Mais tel 
n'est pas l'objet du calcul qui précède, puisqu'on se propose 
esseniiellement avec cet appareil de mesurer des poids 
égaux sur les deux plateaux. La conséquence à laquelle nous 
voulons aiTiver, c'est que l'inégalité des poids se Iruhira, 
dans l'opération de la pesée, par l'inclinaison du fléau ; et 
que, réciproquement, l'inclinaison du fléau correspondra à 
iiae inégalité de poids. Cette circonstance est tout à fuit es- 
sentielle, et on en comprendi'a mieux le prix en examinant 
ce qui aurait lieu avec une b:ilanee dont le fléau, au lieu 
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d'iivoir la forme biisée AOB, que nous lui avons supposée, 
avait une forme parfaitement reetiligne aob. On voit sur-k- 
champ que deux poids 
égDUx P et Q se feraient 
équilibre , non-seulement 
dans la position aob du 
fléau , mais aussi dans 
tonte autre position a'ob': 
car, pour cette seconde 
position comme pour la 
^'s- »■ première , les bras de le- 

vier aV et b'd^ seraient encore égaux. La balance aurait 
alors le défaut dV'trc ce qu'on appelle /u//e, c'est-ù-dirc de 
n'avoir aucune position spéciale d'équilibre. Lorsqu'au con- 
ti'air'^ les poids P et Q ne seraient pas parfaitement égaux, 
le fléau ne pourrait avoir aucune posîiion d'équilibre et de- 
vrait se redresser jusqu'à la complète verticalité. La pesée , 
avec un pareil instrument, devJeudrailà peu près impossible, 
puisqu'on ne connaît pas a priori le poids qui doit ëquili- 
bi-erle cotps, et qu'on n'y arrive que par tâtonnement. C'est 
là ce qui montre l'utilité essentielle Je la forme de fléau 
réellement adoptée : la gi-andeur mèmi! de l'inclinaison 
éclaire sur la qnotité de la diOërence des poids, et permet 
d'en ajouter ou d'en retrancher par fractions convenables , 
jusqu'à ce qu'on airive h cet équilibre horizontal qui corres- 
pond à l'égalité des deux cliarges. 

Retnarqtte II. — Afin de poavoii' négliger le poids du 
fléau, des plateaux et des liens ou tiges de suspension, on 
fait en sorte que le centre de gravité de la balance se trouve 
exactement sur la verticale menée par le point d'appui. Il 
est d'ailleurs visible que, dans la première Aguiv, ce centre 
de gravité est au-dessous du point d'appui. Si l'on avait 
donné au fléau une f'jrme croô, symétrique de celle que nous 
avons su|^iosée, te cintre de gravité, tout en i-eslunt dans la 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



h» 



■ probUmis stëciaux. 



venicalp, se trouverait au-desBOS du point d'appui. Mais 
alors l't-quilibre serait émiDeuiment iastable : car, dèa qo'un 
plateau commencerait ù 
s'abaisser très-peu, il len- 
° dniit à s'abaisser de pins 
en plus et à diavirer tout 
à Ihit , parce que l'exc^ 
de son bras de levier sur 
celui de l'autre plateau 
augmenterait en propor- 
tion même de l'abaisse- 
Fif. KM. ment déjà produit. C'est 

ce doDt on se convaincrait aisénieni en refaisant, pour celte 
nouvelle forme de flëan, la consiruction géométrîque que 
nous avons déjà l^iie penr la première. Il est bien viable 
siissi que cet inconvénient ne se produit pas avec la forme 
adoptée. Car, à mesure qu'un plateau tend à s'abaisser, son 
bras de levier tend simultauémenl & dimiauer par rapport à 
l'autre. Par conséquent , si les poids sont égaux, l'horiaon- 
talilédoitse réublir d'elle-même, et,slls sont inégam, 
l'inclinaison doit être limitée. ' 

Cette conséquence n'est du reste qu'un cas particulier de 
la propriété générale démontrée au n" ih9, relativement â 
la stabilité de l'équilibre. On a vu que pour tout système de 
corps pesanu la stabilité de ) equl'tbre n'est obtenue qu'en 
plaçant Iç centre de gravité le plus bas possible. Le point 
d'appui de la balance étant donc choisi en 0, il tant abais- 
ser, autant qu'on le peut, le centre de gravité, et, par suite, 
placer le fléau dans la situation AOB au lieu de la situa- 
tion aoS. 

Remarque III. — Il peut arriver que les deux parties du 
fléau de la balance ne soient pas parfaitement égales et sy- 
métriques, et que l'expérimentateur no connaisse pas le 
rapport exact des deux bras de levier, ou ignore même qu'il 
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y a cHti% eux une différence. Afin de se mettre à l'abri des 
erreurs qui en résulteraient nëcessairement, il faut toujours 
avoir soin de vériHer les balances dont on se sert pour la 
première Tois. Cette vérïfication est fort simple et connue 
sous le nom de double pcêée. Elle a l'avantage , non-seu- 
lement de mettre en évidence le défaut de l'appareil, mais 
de remédier à l'erreur. Il suffît, après avoir pesé te corps, 
c'est-à-dire après l'avoir équilibré par un poids placé sur 
l'autre plateau, de remplacer le corps par le poids et vtce 
versa. Il est clair que, si l'un des bras de levier est plus pe- 
tit que l'autre, la force qui agit sur ce bi-as doit être plus 
grande. Donc, après la transposition, l'équilibre sera néces- 
sairement rompu, puisque la plus grande force se trouvera 
dès loi's appliquée an plus grand bras. Mais on pourra ob- 
tenir le poids exact du corps en augmentant ou diminuant, 
selon le cas, le poids étalon, de façon à équilibrer encore le 
corps dans cette seconde pesée. Soii Q le poids du corps, 
P et P' les poids qui lui font successivement équilibre, x ety 
les bras inconnus du levier. La première pesée fournit : 

Dans la deuxième pesée, ou échange les bras de levier : on a 

dCHlC 

d'où, en multipliant membre à membre, 

(3) o = \/FF; 

c'est-à-dire que (e poids inconnu du corps est une moyenne 
proportionnelle entre les deux poids qui lui font successive- 
ment équilibre daus les deux plateaux. 

La balance romaine appelée simplement ro7naiMe con- 
siste en un levier dont le point de suspension n'est pas placé 
au milieu, mais beaucoup plus près d'une extrémit*^ que de 
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l'autre- Hn faisunt agir les poids étalons sur le bras le plus 
court, on réduit la quotité de ces poids, relativement au corps 
que l'on veut peser. 
Le penon consiste essentiellemeiit en un levier doiil les 
deu\ branctics sont h angle droit , 
ainsi qne le représente la figure ci- 
contre. Il est clair que l'équilibre 
s'établit lorsque les poids PetQ sont 
en raison inverse de leurs bras de 
levier Ak et BA, c'est-à-dii-e en rai- 
son inverse de Lsinif et de /costf; 
en désignant par iç l'angle AOK et 
par L et /les longueursOA et OII. 
On a donc 

P.L8iu(f = Q. /cosiji, 
Fig, i«. A'où (4) P.L [angcpi=Q. / ; 

en sorte que l'observiitioii de l'angle <f permet de déduire 
le rapport du poids inconnu Q au poids P qui est conun 
a priori. Ce principe est du l'esté le mémo qite celui 
qui régit l'équilibre de la balance ordinaicc ; sculcmrni 
l'angle des deux parties du Réau, que nous i-epn'-seiilioiis 
précédemment par V, est ici égal à U5", et l'angle a rem- 
placé par 1*5" — (j. Si l'on introduit, en elTet, ces nouvelles 
notations dans la formule (à), on i-etombe identiquement 
sur la formule (7), où l'on supposerait d'ailleurs L =" /. 

S62. — Poulie, Moufle, Tour, Coin. Les condîlionfs 
d'équilibre s'obtiennent toujours de la même manière. Il suf- 
ill de les indiquer en quelques mots. 

Dans la poulie on voit sur-le-champ que la puissance doit 
être égale à la résistance ; car ces deux forces agissent le 
long d'un même lien qui s'enroule sur la même circonfé- 
rence. Elles sont donc tangentes à cette même circonférence 
et oot l'une et l'autre des bras de levier êgaii\ au rayon. 
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Quant à lii charge supportée par l'ase fixe, elle a évidem- 

P 
ment pour expression y, en appelant V le demi-angle 

guc forment les directions de la puissance et de la résistance. 

La moufle est un système de poulies autour desquelles 
s'enruule le même fil. On reconnaît &ans peine que, lorsque 
les diverses parties du fil sont parallèles, la puissance est 
égale à la résisiance divisée par le nombre des poulies. Cela 
résulte de ce qu'on peut considérer la résistance comme 
soutenue par autant de forces égales et parallèles qu'il y a 
dccordons.quivont directement d'une poulie à l'autre. 

Dans le loin- ou treuil, les forets doivent être en raison 
iuvei-se des rayons à rextrémilé desquels elles agissent pour 
Taire tourner l'appareil autour de son axe. Car les éléments 
parcourus par les points d'application sont précisément pro- 
portionnels à ci'S rayons. C'est aussi ce qui résulte de lu 
condition d'équilibre trouvée au n" 222 pour la rotation d'un 
solide quelconque autour d'un axe fixe, condition qui consiste, 
comme on sait, en ce que les moments des forces doivent 
être égaux et de sens contraires. 

Bans le coin, les résistances sont au nombre de deux, 
agissant normalement aux côtés du coin. La puissance qui 
agit sur la t^te est dans un rapport très-simple avec chacune 
des résistances. Ce rapport est le même que celui de la sur- 
face de la léte avec la surface des côtés. 

353. " f^it, Prette hydraulique. Dans la vt>j la puis- 
sance agit à l'extrémité d'un bras de levier perpendiculaire 
à l'axe, et suivant la tangente à la circonférence décrite par 
le point d'application, La résistance agit ait contraire dans 
le sens de l'axe. 

Pour l'une et l'autre de ces deux forces , le chemin par- 
couru se confond avec la direction même de la force, en sorte 
que les cosinus des angles sont égaux à l'unité, et que la re- 
lation générale d'équilibre se réduit à 
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Aiofli la puissance est à la résistance dans ie rapport inverse 
des éléments décrits par les points d'application. 

Si les Torces sont constantes, leur rapport sera aussi bien 
égal à celui des longueurs parcourues pendant un temps 
quelconque, qu'au rapport des longueurs pareourues pendant 
un temps inflniment petit. On peut donc considérer les arcs 
décrits pendant un tour entier de la puissance. La compa- 
raison devient ainsi plus nette pour l'esprit ; car, pendant un 
lonr entier, la puissance décrit une longueur égale ix celle 
d'une circonférence ayant pour rayon son bras de levier, 
c*est-it-dire 2nR, en désignant par R ce bras. Quant au che- 
min parcouru par la résistance, il est évidemment égal à 
renfoncement de la vis qui correspond £i un tour de spire 
du filet, ou à ce qu'on nomme le pat de. la vis. Si nous le 
reprcseutons par A, on aura pour la relation d*équilibre : 



(i) 



" 2irlt 



Ordinairement le pas de la vis est donné par l'inclinaisou du 
Blet sur l'axe. En sorte que, i désignant cette inclinaison cl r 
le rayon de la vis, l'on a h^ Stm-. tang i. Cette équation résulte 
immédiatement de la construction d'un triangle dans lequel 
la longueur rectifiée d'une spire entière représente un des 
côtés , et le pas de la vis l'autre côté ; l'angle i est précisé- 
ment celui qui est opposé à ce dernier côté. Si donc nous 
remplaçons, dans l'équation (1), la quantité h par sa valeur 
Snr. tangt , nous obtiendrons pour la relation d'équilibre : 

ce qui nous prouve qu'où pourra vaincre une résistance Q 
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avec une puissance P aussi petite qu'on ïa voudia , poui-vu 
qu'où diminue couveuablemenl l'inclinaison du filet de la 
vis sur son axe, ou qu'on augmente le bras de levier de la 
puissance. 

OrdiiiairemeBt ce dernier bras de levier est limité par les 
exigences de la pratique, qui ne permettent pas de sollîciier 
la vis au moyen de tiges trop longues. Alors il suffira de ré- 
duire i, c'e^-à-dire le pas de la vis, dans ceitaines limites, 
et on sera toujours assuré de- venir a bout de la résistance. 

La prette hydraulique se compose essentiellement de 
deux vases communiquants, remplis de liquides, et fcimés à 
leur surrace supérieure par deux pistons mobiles, en contact 
avec le liquide, et purfaitement éiancbes. Dans ce cas encore, 
les oounus formé» par les directions des forces avec les che- 
mins parcourus sont égaux à l'unité, parce que les points 
d'application se meuvent précisément le long des directions 
des forces. La relation d'équilibre se réduit donc, comme 
plus baut, à 

Q ~ <fa ' 

ce qui signifie que la puissance est à ta l'ésistance en l'aison 
inverse des longueurs que parcourent les pistons sur les- 
quels elles agissent. Or, en vertu de l'incompressibilité du 
fluide, le volume engendré par l'un des pistons est exacte- 
ment égal au volume engendré par l'autre. Par conséquent, 
si l'on désigne par A l'aire du piston sollicité par la puis- 
sance P, et par B l'uire du piston sollicité par la résistance 
Q, on doit avoir 
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ce qui Dous moiitic que la puissance ut la résistaut6 sont 
eoti'e elles dans le même rapport que les surfaces des pis- 
tons respectifs. 

Ainsi, en diminuant convenablement la surface du piston 
ou la section du vase où agit la puissance , on peut venir à 
bout d'une résistance aussi grande qu'on ie voudm. 

35^1, — Remarque générale tur le» machine* précè- 
detilet. Si l'on jette un coup d'oeil sur les divers appareils 
que nous venons d'examiner, on l'econnaitra que, conformé- 
ment à ce qui a été énoncé au n" 346, la relation d'équî- 
libi'e est toujours exprimée algébriquement par l'équatiun 



ds' cos (Q, di') 



f__d(i_ 
' Q~ dp' 

en représentant par tip et dq les projeaions, sur les dircc 
tiens mêmes des forces , des longueurs parcourues par les 
points d'application. 

Or, si nous concevons un levier dont les deux bras soient 
représentés par a et &, et que nous appliquions normale- 
ment à ces bras les forces P et Q, la l'clalion d'équilibre de 
ce levier sera 



Pour que cette équation devienne identique à la précédente, 
il suffit qu'on ait 
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ou que le rapport de ces deux bras de levier soit égal à celui 
des espaces élémentaires parcourus. 

Si donc on construit nn levier dont les bras satisfassent à 
cette condition , )a relation d'équilibre de ce levier sera la 
même que celle de la machine. 

De là on tire cette conséquence remarquable : que tout, 
système à liaisons complètes , sollicité par une puissance et 
par une résistance, est équivalent à un levier rectangulaire 
dont les bras sont établis dans le mCmc rapport que les pro- 
jections des espaces élémentaires parcourus par les points 
d'application des forces du système. 

On voit en même temps que si, pendant tout le cours du 
mouvement, les projections dont il s'agit conservent un rap- 
port constant, le levier représentera le système à toute épo- 
que du mouvement, et que si au contraire ce rapport vient 
à varier, le levier cessera de représenter le système. 

Po»r que l'assimilation pût élre continuée, il fôudrait que 
le rapport des bras du levier variât, d'une manière conti- 
nue, comme le rapport des projections des espaces parcou- 
rus dans la machine. Mais au lieu de faire varier le rapport 
de ces bras , il revient au même de faire varier les inclinai- 
sons des forces qui les sollicitent. De la sorte , on pourra 
toujours faire que l'équation du levier soit identique à celle 
de la machine. 

D'où soit ce tbéoi-ème tout à fait général : Qu'une machine 
quelconque, sollicitée par une puissance et par uneré^s- 
tance , est équivalente à un levier déterminé , dont la puis- 
sance et la résistance s'inclineraient convenablement sur 
leur; bras respectifs. 

Celle remarque met eu évidence le motif qui a tlii porter 
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les géomètres, d^ins les questions de machines simples, à se 
placer toujours an point de vue du levier lut-ménie , et par 
suite il édifier la science ap se renfemiaiit dans cet ordre 
d'idées. 
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S69. -»• Peu de sciences oin'fetit (t un degré Mai éinln«at 
que la mécanique rfttionuelle ce caractère d'unlttï, et, si Je 
puis ainsi parler, de eohe'ttm qui platt h l'esprit. Les véri- 
tés diverses qu'on j expose sont tellement liées aux lois 
fondamentales, qu'il n'est pas difficile d'en saisir la RHaUon 
directe, et souvent même de reconnaître qu'elles ne sont que 
l'expression, sous une forme peu diffirente, de ces I<ri8 fon- 
damentales elles-mêmes. 

C'est ainsi que les théorèmes sur la conservatioa dfl U 
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quantité de mouvement et sur la translulion uniforme du 
centre de gravité, dans les syslèmes sollicités seulement par 
leurs forces intérieures, ne se distinguent pas de la lot na- 
turelle de réat-tion, combinée avec la loi dluerlie. En effet, 
la présence de forces intérieures réciproques revient à n'a- 
voir, suivant une direction quelconque, que des compo- 
santes motrices égales deux k deux et de sens opposés; par 
suite les quantités de mouvement qu'elles peuvent imprimer 
sont aossi égales deux h deux et de signes contraires, ce qui 
ne doit pas en altérer la somme algébrique. Quant au 
centre de gravité, il est bien visible, d'après la définition 
qu'on en a donnée, qu1l est le centre du moyen mouvement 
envisagé suivant trois directions; car l'on n'a qu'à différen- 
lier devx fois par rapport au temps les coordonnées qoi re- 
présentent sa distance à trois plans rectangulaires, et l'on 
exprime ainsi que la masse totale du système possède un 
mouvement moyen entre les mouvements de ions les points 
matériels. Or. les forces réciproques laissent nécessaire- 
ment subsister la valeur moyenne dont il s'agit, puisque leors 
effets se neutralisent deux à deux dans la somme algébrique 
qu'on en peut former. 

De même, encore, la conservation des aires se rattache 
tOBt aussi directement aux lois génér-ales ; car, ces aires n'é- 
tant que l'expression des moments des forces instantanées, 
capables de communiquer au système le mouvement qn'il 
possède rfTectivement, on reconnaît anssitdt que les forces 
réciproques ne doivent pas modifier les aires décrites dans 
le même temps, puisque les moments que donnent ces forces 
deux à deux'so détraisent exactement, comme ayant même 
valeur numérique et des actions de sens contraires. 

Saos insista- davantage sur ce genre de rapprochements, 
on^sc rend vomplo, par les exemples qui précèdent, de l'é- 
troite dépendance des principaux théorèmes de la mécani- 
que avec les bases ptvmièi'es de cette sctcucc, ïm sorte que 
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les intermédiaires par lesquels on passe pour arriver ù l'éta- 
blissernent des vérités secondaires deviennent bientôt inu- 
tiles et n'ajoutent plus rien à la connaissance des principes 
eux-mêmes. 

En ce qui concerne la méthode de déductions, on, pour 
parler plus algébriquement, la mue en ètfxtatioiu des pro- 
blèmes, les procédés adoptés présenieat la plus grande nni- 
formité. La théorie du point matériel et des systèmes géné- 
raux est édifiée au moyen d'une seule proposition, totgonrs 
la même, qui consiste en ce que ta force est égale à la masse 
multipliée par l'accélération. Cette relation entre les divers 
éléments du phénomène mécanique a lieu, comme on sait, 
non-seulement pour le mouvement rectiligne, mais aussi 
pour la projection, suivant toute direction, d'un mouvement 
quelconque. Ainsi, c'est en exprimant que suivant chacun 
des trois a\es rectangulaires la force, dans le mouvement 
projeté, est égale au produit de la masse par l'accélération, 
qu'on établit toute la mécanique du point matériel unique, et 
qu'on arrive ensuite aux grandes propriétés des systèmes 
généraux. La marche demeure encore la même lorsqu'on 
traite des solides, abstraction faite de la conception des 
couples, et lorsqu'on pose les équations fondamentales de 
l'équilibre et du mouvement des fluides. 

On ne doit donc éprouver ancune difflcnlté analytique à 
aborder une question quelconque de mécanique, et la mise 
en équations est toute tracée d'avance. S'il s'agit d'un seul 
point matériel ou d'un corps qu'on veut traiter comme (el, il 
suRIt, avoNS-noHS dit, d'exprimer que suivant chaque axe de 
coordonnées la relation fondamentale ^ vérifie entre la 
masse, l'accélération et la force qui sollicite le mobile. S1I 
s'agit d'un corps solide, on ne remonte plus jusqu'à cette 
proposition primitive : on emprunte immédiatement les six 
équaUuns connues qui concernent ce genre de systèmes, et 
qui ne sont que la conséquence algébrique des équations 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



438 LIVRE Vil. — PltOBLklfBS brtCI&UX. 

qu'on établirait pour chaque poioi individuel, traité tMHnrae 
un point maiériel unique. 

Lorsqu'on a aSaire it un système à liaitons complètes, on 
ne remonte pas davantage aux relations premièrei, et l'cm te 
wn directement de l'ëqnation des forces vives , qui suffit, 
d*ns ce cas, à résoudre le problème. 

Quant aux flaides, il est assez rare qu'on se propose à leur 
sujet des questions rationnelles pures, autres que celles qui 
figtti'cut dau8 l'exposition généi'ale elle-même. La théorie 
est trop imparfaite pour qu'on ue doive pas préférer pres- 
que toiyours de les traiter par voie d'expériences directes. 

La véritable difficulté d'un problème de mécanique réside 
dans l'évaluation exacte des éléments dont il faut tenir 
compte dans le calcul, ou, comme nous l'avons dit au com- 
mencement de cet ouvrage, dant le patgage du concret à 
l'abttrait. Mftis ce genre d'obstacles aux solutions effeo- 
tives ne peut pas être imputé à la mécanique rationnelle 
proprement dite, qui a pour unique but d'exposer l'ea- 
•emble des procédés à l'aide desquels les éléments d'une 
question quelconque sont traités mathématiquement. C'est 
justement là ce qui fait la complète rigueur de cette partie 
de la sdence : car elle n'a jamais à se préoccuper de la va- 
leur plus ou moins exacte attribuée aux forces, aux masses 
et aux vitesses qu'elle considère. La responsabilité des er- 
reurs revient tout entière à cette aub« partie qui s'occupe de 
l'évaluation préliminaire dont nous parlons. C'est dtmc dans 
la mécanique appliquée qu'il convient de se façonner l'es- 
prit à ce genre de recherches, sans lesquelles la mécanique 
rationnelle demeurerait sans résultat utile. 

Mais ce que noua tenons à faire ressortir, c'est qUe la mé- 
canique rationnelle constitue un ensemble logique des plus 
satisfaisanis, au double point de vue de sa méthode et de ses 
résultats. Ce curacière disparaît nalut^Uemenl dans la mé- 
canique appliquée qui n'est, en réalité, qu'un vaste répep 
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toire de faits, sans liaison nécessaire les uns avec les autres. 
Si l'on y retrouve encore des théories mathématiques, c'est 
uniquement parce qu'on les a distraits de leur véritable place 
et qu'on les a empruntes à la mécanique rationnelle pour les 
rapprocher des fïiits spéciaux qui en devaient éire le siget. 
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